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J’ai commencé a composer ce texte en septembre 2008 et depuis cette époque j'ai pu en enseigner
deux fois le contenu dans les Masters deuxiéme année de I'universite Denis Diderot-Paris 7. Une
premiére publication de ces notes dans la série des prépublications de 'Equipe de Logique de Pa-
ris 7 a eu lieu en novembre 2009. La présente version, significativement plus épaisse, s’enrichit
principalement par rapport a la précédente d’'un traitement des topologie de Grothendieck et de
Lawvere-Tierney, et de résultats concernant I'axiome du choix. Bien entendu, un certain nombre
d’erreurs ont aussi été corrigées dans le reste du texte, mais il doit certainement en rester. L'ap-
pendice a été enrichi de nouvelles solutions d’exercices, mais reste encore assez incomplet.

La raison principale pour cette nouvelle publication « intermédiaire » d’un texte qui est encore loin
d’étre achevé, est tout simplement le fait que de plus en plus de personnes m’en réclament un
exemplaire alors que la premiére « édition » (qui était d’'une centaine d’exemplaires seulement) est
épuisée. On trouvera dans ces pages quelques incohérences diies a leur état partiel d’achévement.
Le plus souvent ce sont des redites, ou de petites parties encore manquantes, mais auquelles on
se réfere quand méme. Par exemple, plusieurs allusions sont faites aux foncteurs logiques entre
topos, mais cette notion n’est pas encore traitée. On trouvera aussi des concepts définis deux fois,
de maniére toutefois différentes quoi qu’équivalentes, ou des théorémes démontrés deux fois, en
particulier concernant les topos relatifs, mais bien entendu de fagons différentes. C’est dii au fait
que j’ai souhaité, par curiosité essentiellement, voir ce que donneraient certaines démonstrations
sans utilisation du langage interne. Dans la version finale de ce texte, un choix devra étre fait,
mais ce n’est pas le cas pour le moment. Le présent texte doit donc encore étre considéré comme
«en travaux ». Ce n’est pas bien grave en réalité, et I'ensemble garde suffisamment de cohérence
pour étre utilisé avec profit.

Une question qui n’est pas encore traitée ici est celle des fondations au dessus desquelles on peut
traiter la théorie des catégories. Par exemple, ce qu’on entend par « catégorie des ensembles » n’est
pas trés précisément défini et reste du domaine intuitif. Je suppose que le lecteur admettra qu’il
y a une classe de tous les ensembles et une classe de toutes les applications entre ensembles, et
que tout cela fait une catégorie. Plus généralement la question des fondations des mathématiques
elles-méme est mon dada depuis de nombreuses années, et I'une des principales motivations pour
ce texte. Les chapitres concernant ces questions ne sont encore aujourd’hui qu’a I'état d’esquisses
et n’ont donc pas été insérés dans la présente version.

Paris, octobre 2010.






Table des matieres

1 Logique. 13
1.1 Applications croissantes adjointes. . . . . .. ... ... ... .. ... .. ... ..., 13
1.1.1 Ordresetpréordres. . . . . . . . . . . . . . i i e 14
1.1.2 Majorant, plus grand élément, borne supérieure. . . . . . ... ... ... .... 16
1.1.3 Applications adjointes. . . . . . . . . . . ... ... 18
1.1.4 Existence d’'une adjointe. . . . . . . . . ... ... ... ... e 22

1.2 Lalogique naturelle. . . . . . . . . . . . . . ... .. e 23
1.2.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . e e 24
1.2.2 Linterprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov. . . . . ... ... ... .... 25
1.2.3 Lecalculdesséquents. . . . . . ... ... . . .. . 27
1.2.4 Variables, contextes, substitutions. . . . . . .. ... ... ... .. .. ... ... 29
1.2.5 Mathématique sur un systéemedetypes. . . . . ... ... ... .. ........ 31

1.3 Premiere exploration des preuves structurelles. . ... ... ............... 37
1.3.1 Algebresde Heyting. . . ... ... ... .. . ... ... ... e 38
1.3.2 AlgebresdeBoole. . . . . . . .. . ... e 42
1.3.3 Autres conSéquUEnCes. . . . . . . . . . i it e e e e e e e e 46

1.4 Modeles. . . . . . . . e e e 46
1.4.1 Motivations :lemodeleusuel. . . . . .. ... ... o oL, 46
1.4.2 Définitiondesmodeles. . . . . . . . . .. L 49
1.4.3 Modeles de Heyting-Beck-Chevalley. . . . . . ... ... .............. 50
1.4.4 Robustesse.. . . . . . . . . e e e e e 52
145 Lecasdumodeleusuel. . ... ... ... .. ... .. ... ... .. . ... ... 55

1.5 Le modele «graphique». . . . . . . . . . . . .. . e e e 56
1.5.1 Ensembles et applications graphiques. . . . . ... ... ... ... ........ 56
1.5.2 Produits. . . . . . . . e e 57
1.5.3 Algebre des parties graphiques. . . . . . . . . .. ... 57
1.5.4 La condition de Beck-Chevalley graphique. . . .. ... ... ... ........ 60
1.5.5 Un modéle de Heyting-Beck-Chevalley. . . ... ... ... ............ 61
1.5.6 ConSEqUENCES. . . . . . v v v v i e e e e e e e e e e e e e e e e 62

2 Behaviorisme. 65
2.1 Transformations naturelles. . . . ... ... ... ... ... ... . ... . . . ..., 66
2.1.1 Catégories et foncteurs. . . .. ... .. ... .. .. .. ... . 66
2.1.2 Graphesetdiagrammes. . . . . . . . ... ... ... 72
2.1.3 Comma-catégories. . . . . . . . . v v v i e e e e e e e e 74
2.1.4 Transformationsnaturelles. . . . . . .. ... ... ... ... ... ........ 76
2.1.5 Compositions verticales, horizontales et hétérogeénes. . . . . ... ... ... .. 82
2.1.6 Calcul bidimensionnel. . . . . . ... ... ... L 84
2.1.7 TIsomorphismes et équivalences de catégories. . . . . . ... ... .. ... .... 87
2.1.8 Produits de catégories. . . . . . . . . . ... e 89
2.1.9 Catégoriesde foncteurs. . . . . . ... . . . . ... ... 90



2.1.10 Monomorphismes et épimorphismes. . . . . . . ... ... ... .......... 92

2.1.11 Sous-objets. . . . . . . . e e e e e 93
2.1.12 Catégoriesmonoidales. . . . . . . . . . . . . . ... 95

2.2 Probléemes universels. . . . . . . . . .. e e 98
2.2.1 Objets initiaux et objets finals. . . ... ... ... ... ... ........... 98
2.2.2 Produits. . . . . . .. e e 101
2.2.3 SOMMES . . . . . o e e e e e e e 104
2.2.4 Exponentielles. . . . . . . . . . . ... 105
2.2.5 Caractérisations équationnelles. . . . ... ... ... ... ... ......... 110
2.2.6 Langages de programmation fonctionnelle. . . . ... ... ... ......... 112
2.2.7 Produits fibrés et sommes amalgamées. . . .. ... .. ... ... ....... 114
2.2.8 Le foncteur des sous-objets. . . . . . .. ... ... ... . 119
2.2.9 Egaliseurs et co6galiSEUrs. . . . . . . . v v i 120
2.2.10 Limites et colimites. . . . . . . . . . . . . . . . . e 123
2.2.11 Recouvrements et séparateurs. . . ... ... . ... ... ... ... ..., 128
2.2.12 Limites et colimitesdans Ens. . . . . . . .. .. ... ... ... ... . ...... 130
2.2.13 Limites et colimites dans les catégories de foncteurs. . . . ... ... .. .. .. 131
2.2.14 Exponentielles dans les catégories de foncteurs. . . . ... ... ... ...... 134
2.2.15 Colimites et pullbacks. . . . . . . . . .. ... .. . ... 138
2.2.16 Sous-objets d'une colimite. . . . . . . . . . ... ... .. .. .. ... 140

2.3 Classifiants et adjonctions. . . . . . . . . . . . ... ... ... 146
2.3.1 Foncteurs représentables et classifiants. . . . . . ... ... ... ......... 146
2.3.2 Lemmede Yoneda. . ... ... ... .. ... 151
2.3.3 Foncteurs adjoints. . . . . . . . . .. ... e 152
2.34 Unitéetco-unité. . . . . . . . . . . . . .. 156
2.3.5 Fonctorialité. . . . . . . . . . . e 162
2.3.6 Foncteurs préservant une structure. . . . .. ... ... ... ... ....... 165
2.3.7 Catégoriesrelatives. . . . . . . . . . . ... ... 168

2.4 Les théoremes d’existencede Freyd. . . ... ... ... ... ... ... ......... 175
2.4.1 Objetinitial. . . . . . . . . . .. e 175
24.2 Classifiant. . . . . . . . .. e 176
2.4.3 Foncteurs adjoints. . . . . . . . . . .. ... e 177

3 Algebre. 179
3.1 Monades. . . . . . . e e e e e e e 180
3.1.1 Définition. . . . . . . . . . . e e e 180
3.1.2 Deux monades familieres. . . . . ... .. ... ... ... ... ... 181
3.1.3 Les monades sont des monoides. . . . ... ... ... ... ... ... ... 184

3.2 Catégories d’algebres. . . . . . . . . . .. e e e 186
3.2.1 Algebressurunemonade. . . ... ... ... ... ... ... 186
3.2.2 Catégorie d’Eilenberg-Moore. . . . . .. ... .. ... . ... ..., 188
3.2.3 Catégoriede Kleisli. . . . . ... . ... . . .. . ... e 191
3.2.4 Lamonade d'une adjonction. . . . ... ... ... ... .. ... ... ... ... 192

3.3 Monadicité. . . . . . . .. e e e e e e 195
3.3.1 LethéoremedeBeck. . . . . ... ... . . .. . . ... ... 195

4 Ensembles. 199
4.1 Premiére notions sur les topos élémentaires. . . . ... ... ... ... ......... 199
4.1.1 Motivations. . . . . . . . ... e e e e 199
4.1.2 TOPO0S. . . . ot e e e e e e e e e e 200
4.1.3 Quelques propriétés du foncteur P. . . . . . . . ... oL, 205
4.1.4 Compréhension et appartenance. . . . . . . . ... . ... ... ... 206

4.1.5 Recouvrements. . . . . . . . . . .. e e 210



4.1.6 DLégalitéinterne. . . . . . . . . . . . ... ... 211

4.1.7 Quelques opérations «internes». . . . . . . . . . ... 213
4.1.8 Toposrelatifs. . . . . . . . . . . . .. 217

4.2 Lelangageinterne. . . . . . . . . . . . . . e e e e e 219
4.2.1 Prédicatsinternes. . . . . . . . . ... e 219
4.2.2 Eléments généralisés. . . . . . ... e e e 221
4.2.3 Variables. . . . . . . . e e 221
4.2.4 Changementsdecontexte. . . . . . ... ... . ... ... ... ... ... 223
4.2.5 Paires, ensembles, égalités. . . . ... . ... ... ... .. . . 225
4.2.6 Fleches. . . . . . . . . e 226
427 Résumé. . . . . . . .. e 228

4.3 Quelquesoutils. . . . . . . ... e e 229
4.3.1 Changementdecontexte. . . ... ... ... ... . ... ... 229
4.3.2 Occurrences libres et occurrences liées. . . . .. ... ... ... ......... 230
4.3.3 Remplacement. . . ... .. ... .. ... ... 231

4.4 Connecteurs logiques et sémantique de Kripke-Joyal. . . . ... ... .......... 235
441 Vral.. . . .o o e e e e 236
4.4.2 Le quantificateur universel. . . . . . . . ... ... . L 236
443 Laconjonction.. . . . . . . . . . . . . . . e e e 237
444 DUimplication. . . . . . . . . . . . . e e e 240
4.4.5 Lesconnecteursadditifs. . . . . .. ... ... L o 242

4.5 Preuves.. . . . .. e e e 247
451 Caleuls. . . . . . . e 248
4.5.2 Robustesse du fragment multiplicatif. . . .. ... ... ... ... ........ 250
4.5.3 Robustesse du fragment additif. . . . .. ... ... ... .. ... ... ... 253
4.5.4 Lalgebre de Heyting «externe» Sub(X). . . ... ... ... .. ......... 255

4.6 Utilisation du langageinterne. . . . . . . . . . .. ... . ... .. ... ..., 256
4.6.1 Extensionnalité. . . . . . . . .. ... 256
4.6.2 Monomorphismes et épimorphismes. . . . . .. ... .. ... ... ... ... 257
4.6.3 Leprincipe de description. . . . . . . . . .. . ... ... ... 260
4.6.4 Exponentielles. . . . .. .. .. . .. . ... e 262
4.6.5 Lalgebre de Heyting «externe» Sub(X). . ... . ... ... ... ........ 263
4.6.6 Lalgebre de Heyting «interne» P(X). . . . . . . ... . . ... 267
4.6.7 Ensembles et sous-objets. . . . . ... ... ... ... . 270
4.6.8 Monadicitéde P. . . . . . . . .. e 271

5 Modéeles. 273
5.1 Préfaisceaux. . . . . . . . . . . i e e e e e e 273
5.1.1 Ensembles hétérogenes et attributs. . . . . . .. ... ... ... ... ...... 274
5.1.2 Plongement et lemme de Yoneda. . . . . .. .. ... ... ............. 276
5.1.3 Atomes. . . . . ... e e e e 278
5.1.4 Eclatement d’'un préfaisceau. . .. ... ... ... ... 279
5.1.5 Lefoncteur Sub.. . . . ... ... . . . ... 282
5.1.6 Topos de préfaisceaux. . . . .. . .. .. . . . . e 284
5.1.7 Lastructurede P({). . . . . . . . o o e 287
5.1.8 Cribles. . . . . . . .. e 291

5.2 Faisceaux. . . . . . . . . i i e e 295
5.2.1 Topologies de Grothendieck. . . . . . . . .. ... ... . ... ... ....... 296
5.2.2 Topologies de Lawvere-Tierney. . . . . . . . ... ... ... ... 0o..... 300
5.2.3 Retour aulangageinterne.. . . . . . .. ... ... .. ... ... . 304
524 Faisceaux. . . . . . . . . . e e e 309
5.2.5 Toposdefaisceaux. . . . .. .. . . . .. . .. e 312

5.2.6 Lefaisceau assocCié. . . . . . . . . . . . i i i e e e 316



12

6 Classissisme. 321
6.1 Leprincipedutiersexclu. . ... ... .. .. . .. .. ... . . e 321
6.2 Daxiomeduchoix. . . . . . . . . . . . . .. . e e 323

6.2.1 Objets projectifs et objets intérieurement projectifs. . . . . . ... ... .. ... 323
6.2.2 Daxiome duchoixinterne. . . . . . . . .. ... ... ... . o 323
6.2.3 Le théoreme de Diaconescu. . . . . . . .. ... ... ... .. 324
6.2.4 DLaxiome duchoixexterne. . . . . . . ... ... ... . ... 325
6.2.5 Indépendance de 'axiome du choixinterne. . . . . . ... ... ... ....... 326
6.2.6 Indépendance de 'axiome du choixexterne. . . . . . ... ... ... ....... 328

A Solutions de quelques exercices. 331
A.1 Exercicesduchapitre 1. . . . . . . . . . . . . . ... e 331
A.2 Exercicesduchapitre 2. . .. .. ... . ... ... e 347
A.3 Exercicesduchapitre3. . ... ... .. . .. .. ... e 383
A4 Exercicesduchapitre4. . .. .. .. . . ... ... e 386
A5 Exercicesduchapitre 5. . . . . . .. . . . ... 399
A.6 Exercicesduchapitre 6. . . ... .. .. . . . . ... 411



Chapitre 1
Logique.

C’est avec la logique que nous prouvons et avec I'intuition que nous
trouvons.
Henri Poincaré

Dans ce chapitre nous utilisons la notion d’adjonction entre applications croissantes, aussi connue
sous le nom de « correspondance de Galois » pour modéliser le raisonnement naturel. Il s’agit d’'un
cas particulier de la notion de « foncteurs adjoints » qui sera exposée en détails au chapitre 2. Ce
cas particulier est nettement plus simple que le cas général. En particulier, on n’a pas besoin de
définir la notion de transformation naturelle pour manipuler des applications croissantes adjointes,
alors que c’est indispensable pour manipuler des foncteurs adjoints. De plus, ce cas particulier
n’est pas qu'un cas d’école. C’est un outil suffisamment puissant pour nous permettre de modéliser
d’importants phénomeénes logiques. On trouvera deés ce chapitre des applications fondamentales de
cette notion, qui sont aussi cruciales en théorie des topos.

Ce chapitre est organisé comme suit. Apres une introduction aux applications croissantes adjointes,
un apercu de la naissance de la logique catégorique est donné. Il n’a aucune prétention a ’exhaus-
tivité, ni méme a étre une vision historique du développement de la logique catégorique. Il consiste
plutdt en une analyse des principaux évéenements qui ont conduit aux concepts de la théorie, cette
analyse étant d’ailleurs celle de 'auteur qui en assume la responsabilité. La «logique naturelle »
est ensuite présentée par une utilisation systématique des adjonctions. Cette présentation met en
évidence la notion de preuve « structurelle », aussi appelée preuve «intuitionniste » ou « construc-
tive ». Le modéle « classique » de cette logique est ensuite présenté. Il s’agit de l'interprétation
ensembliste usuelle qui est celle de tout mathématicien, lequel n’a conscience en général que de
celle-ci quand il s’agit d'un non logicien. Ce modéle est ensuite généralisé en une notion « abstraite »
d’interprétation de la logique. Enfin, cette situation générale est particularisée, a titre d’exemple,
a un modele non classique (« exotique »), que nous appellerons « modéle graphique », 'un des plus
simples possibles, entrouvrant ainsi, en particulier pour le non logicien, une porte sur un univers
dans lequel les mathématiques s’interpretent de multiples facons.

1.1 Applications croissantes adjointes.

Avertissement : En général, en mathématiques, le symbole < (« plus petit que ou égal a ») a pré-
cédence sur les connecteurs logiques comme A, V, =. Par exemple, 'expression z < y A E se lit

13



14 Chapitre 1. Logique.

généralement comme (z < y) A E et non pas comme =z < (y A E). Toutefois, dans ce chapitre, et
en particulier dans la section consacrée aux algebres de Heyting, on emploie souvent la convention
contraire. L’ajout de parenthéses aurait considérablement alourdi le texte. Le lecteur déterminera
la lecture correcte d’apres le sens. En effet, dans chaque situation, une seule maniére de placer les
parentheses peut mener a des expressions ayant un sens.

1.1.1 Ordres et préordres.

Les notions de relation d’ordre et de préordre sont parmi les plus fondamentales de la logique, et
pas seulement de la logique catégorique. L'une des raisons en est que la « démonstrabilité » d'un
énoncé F' a partir d'un énoncé E (le fait de pouvoir démontrer F' sous I’'hypothése F) est une relation
de préordre sur les énoncés. C’est cette relation qui est au centre de ce chapitre.

DEFINITION 1 Soit X une collection. Une « relation de préordre » sur X est une relation binaire sur
X, qu’on peut noter x < y pour deux éléments quelconques x et y de X, telle que :

o Voex x < x (reflexivité)
o Voex Vyex Viex (2 <y Ay < z) = x < z (transitivité)
Une « relation d’ordre » sur X est une relation de préordre sur X qui vérifie de plus :
o Voex Vyex (¢ < yAy <)==y (antisymétrie)
Une relation d’ordre ou de préordre est dite « totale » si elle vérifie :
o Voex Vyex 2 <yVy<x

Par la suite nous appelerons également « ordre »(1) (resp. « préordre ») une collection munie d’une
relation d’ordre (resp. de préordre), et nous appliquerons a ces collections les adjectifs s’appliquant
aux relations.

On dira que la relation <; est « plus petite » que la relation <5 (toutes deux définies sur une méme
collection X), si

o Voex Vyex 21y =2 <2y

Il y a de nombreux exemples de collections ordonnées ou préordonnées. En voici quelques uns.
e Lensemble N des entiers naturels muni de 'ordre naturel (relation d’ordre totale).

e Lensemble N des entiers naturels muni de la relation de divisibilité (x < y signifie ici que
z divise y). C’est un ordre (si x divise y et si y divise x alors z = y) et il n’est pas total (par
exempleonn’ani2 < 3,ni3 < 2).

e Lensemble Z des entiers relatifs, muni de la relation de divisibilité. C’est un préordre (par
exemple 2 divise —2 et réciproquement, alors que 2 # —2), et il n’est pas total pour la méme
raison que précédemment.

e Lensemble des parties d'un ensemble, muni de la relation d’inclusion est un ordre et il n’est
pas total sauf dans quelques cas particuliers.

e L'ensemble des parties d'un ensemble ayant une certaine propriété, par exemple I’ensemble
des ouverts d’'un espace topologique ou ’ensemble des idéaux d'un anneau, toujours pour la

1. ou « préordre squelettique ».



1.1 Applications croissantes adjointes. 15

relation d’inclusion, est un ordre, et d'une maniére plus générale tout sous-ensemble dun
ensemble préordonné (resp. ordonné) est préordonné (resp. ordonné).

e La collection des énoncés correctement formés dans un contexte donné est un préordre (non
total) pour la relation de prouvabilité. Cet exemple (métamathématique) fondamental pour
la logique est décrit en détails plus loin.

EXERCICE 1 Soient X et Y deux collections préordonnées. Montrer que X x Y muni de la relation
définie par :

(z,y) < (u,v) si et seulement si z<uety<w
est un préordre. Vérifier que ce préordre n’est en général pas total, méme quand les préordres sur X
et Y le sont, mais que c’est un ordre si les relations données sur X et Y sont des ordres.

EXERCICE 2 Soit X un préordre et I une collection. On rappelle qu’on note X' la collection de toutes
les applications de I vers X. Montrer que X' est un préordre quand on le munit de la relation définie
par:

f<g si et seulement si Vier f(i) < g(i)

En quoi cet exercice généralise-t-il l'exercice 17

DEFINITION 2 Soit X une collection préordonnée. On dit que deux éléments x et y de X sont « équi-
valents », si x < y et y < x, ce qu’on notera x ~ y.

Bien entendu, dans une collection ordonnée, deux éléments équivalents sont égaux (par antisymé-
trie).

EXERCICE 3 Pour tout élément a dans un ensemble préordonné X, l'ensemble I, = {x € X | z < a}
est appelé '« idéal principal » engendré par a. Vérifier que deux éléments a et b sont équivalents si et
seulement si I, = I.

DEFINITION 3 Soient X et Y deux préordres. Une application f : X — Y est dite « croissante » si :

Veex Vyex ¢ <y = f(z) < fy)

On dit que deux applications croissantes f,g: X — Y sont « équivalentes » si pour tout x de X, f(x)
et g(x) sont équivalents.

Bien entendu, si Y est un ordre et si f,g: X — Y sont équivalentes, alors elles sont égales.

PROPOSITION 1 Si f : X — Y est croissante et si x ~ y alors f(x) ~ f(y). Autrement dit, les
applications croissantes respectent l’équivalence.

Malgré la trivialité de cette proposition, en voici une démonstration. Puisque z ~ y,ona x < y et
comme | est croissante, on a f(x) < f(y). De méme, on a f(y) < f(x), donc f(x) ~ f(y).m

EXERCICE 4 Soit X un préordre. Montrer que lapplication «diagonale» A : X — X x X definie
par A(zx) = (x,z), ot X x X est muni du préordre produit (exercice 1) est croissante. Méme question
pour lapplication « diagonale généralisée » A : X — X' définie par A(z) = (i — z), o X! est muni
du préordre défini dans lUexercice 2.
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EXERCICE 5 Soit f : X — Y une bijection croissante entre deux préordres. Montrer par un exemple
que Uapplication réciproque f~' peut ne pas étre croissante, méme quand il s’agit d’ordres ou quand
il s‘agit de préordres totaux. Montrer par contre que si X est totalement préordonné et Y ordonné,
1 est croissante.

EXERCICE 6 Soient X, Y et I des collections, et f : X — Y une application. Montrer que :
Aof=f,oA

ol A est défini dans Uexercice 4 (page 15) et oit f.(p) = f o ¢ pour tout ¢ € X'. En diagramme :

1.1.2 Majorant, plus grand élément, borne supérieure.

Une collection X étant donnée, nous allons manipuler aussi bien des parties de X que des familles
d’éléments de X. Une famille d’éléments de X est juste une application d’'une collection I vers
X, autrement dit un élément de X’. I est la collection des «indices » d’'une telle famille, qu'on
appellera aussi une « I-famille ». Une partie A de X peut étre assimilée a une famille. Il suffit de
prendre A comme collection des indices et de prendre pour famille I'inclusion canonique A — X.
Ainsi, nous parlerons le plus souvent de familles, mais il est entendu que toute construction qui
peut s’appliquer a une famille, s’applique aussi a une partie. Par ailleurs, nous confondrons le plus
souvent X avec sa partie pleine.

On aura besoin du concept de « curryfication ». Une fonction f : I x J — X, ou I, J et X sont
des collections quelconques a une «curryfiée » g : I — X’ définie par g(i) = j — f(4,5). On peut
retrouver [ a partir de g en écrivant : f(i,j) = g(i)(j). On appelle alors f la « décurryfiée » de g.

DEFINITION 4 Soit X une collection préordonnée, o € X' une famille d’éléments de X.

e Un « majorant » (resp. « minorant ») de o est un élément m € X tel que V;cr p(i) < m (resp.
Vier m < (7).

e Un élément m de X est un « plus grand élément » (resp. « plus petit élément ») de ¢ s’il existe
i€ Itel que m = (i) et Vjer p(j) < m(resp. Vier m < o(j)).

e Un élément m de X est une « borne supérieure » (resp. « borne inférieure ») de ¢ si m est un
plus petit élément (resp. plus grand élément) de la collection des majorants (resp. minorants)
de .

Il convient de remarquer qu'un plus grand (ou plus petit) élément n’est pas nécessairement unique.
Il Test quand X est un ordre, mais en général deux plus grands éléments de ¢ sont seulement
équivalents (définition 2 (page 15)). La méme remarque s’applique aux bornes inférieures et supé-
rieures.

EXERCICE 7 Soit X une collection préordonnée. Montrer que X (c’est-a-dire la partie pleine de X)
a un plus grand élément si et seulement si la partie vide de X a une borne inférieure. De méme, X a
un plus petit élément si et seulement si la partie vide de X a une borne supérieure.
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On se souviendra en particulier que si une collection préordonnée a des bornes inférieures (resp.
supérieures) pour toute famille finie alors elle a un plus grand (resp. plus petit) élément, puisque
c’est la borne inférieure (resp. supérieure) de la famille vide.

EXERCICE 8 Soit f : X — Y une application entre deux préordres ayant des bornes inférieures pour
tout sous-ensemble a deux éléments (on notera inf(x,y) la borne inférieure de {x,y}). Montrer que si
f respecte I’équivalence et respecte ces bornes inférieures, c’est-a-dire si f(inf(z,y)) ~ inf(f(x), f(y))
pour tous x et y dans X, alors f est croissante. Remarquer qu’on n’a pas besoin de supposer que f
respecte l’équivalence si X est un ordre.

EXERCICE 9 Montrer que si f : X — Y est une application croissante entre deux préordres, et si
¢ € X! est une famille d’éléments de X ayant une borne supérieure m, alors une borne supérieure
nde f o, sielle existe, vérifie n < f(m). De méme, si p a une borne inférieure m, et si f o p a une
borne inférieure n, on a f(m) < n.

EXERCICE 10 (a) Soit X un ensemble, P(X) son ensemble de parties ordonné par inclusion, et I un
ensemble quelconque. Montrer que toute I-famille d’éléments de P(X) a une borne inférieure et une
borne supérieure uniques qu’on identifiera.

(b) Méme question en remplacant P(X) par Uensemble des ouverts d’'une topologie sur X, ordonné
par inclusion.

EXERCICE 11 Soit I un ensemble,(?) A un anneau commutatif unitaire, et X lensemble des idéaux
de A,(®) qui est ordonné par inclusion.

(a) Montrer que toute I-famille d’idéaux de A a une borne supérieure et une borne inférieure uniques.
On suppose que A est un anneau principal(*) et on préordonne A par la relation de divisibilité.(5)

(b) Montrer que toute I-famille d’éléments de A a une borne supérieure (PPCM) et une borne in-
férieure (PGCD) pas nécessairement uniques. Quels sont les plus grands et plus petits éléments de

A?

EXERCICE 12 Les bornes supérieures et inférieures sont commutatives et associatives a équivalence
prés. Précisément :

(a) Si I est une collection et X un préordre, et si la famille f € X' a une borne supérieure (resp.
inférieure) m, alors pour toute bijection ¢ : I — I, la famille f o ¢ a une borne supérieure (resp.
inférieure), et celle-ci est équivalente a m. Autrement-dit, sup(f) ~ sup(f o ¢).

(b) Si J est une collection et f € (X”)! une famille de familles d’éléments de X, dont la borne supé-
rieure m : j — m; a une borne supérieure, alors la décurryfiée g € X 7 de f a une borne supérieure,
et celle-ci est équivalente & sup(m). Réciproquement si la famille g a une borne supérieure m, et si sa
curryfiée f a une borne supérieure, alors la borne supérieure de cette borne supérieure est équivalente
a m. Autrement-dit, sup(sup(f)) ~ sup(g).

En particulier, le PGCD et le PPCM (exercice 11 (page 17)) sont commutatifs et associatifs a équi-
valence pres.

2. Cet ensemble est quelconque, En particulier, il peut étre vide ou il peut étre infini.

3. On inclus dans X I'anneau A lui-méme et I'idéal nul {0}.

4. Cest-a-dire que A est integre (zry = 0 = =z = 0V y = 0) et que tout idéal de A est principal (de la forme a.4 pour au
moins un a de A).

5. C’est-a-dire que = < y si et seulement il existe z € A tel que y = zz.
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EXERCICE 13 (Huntington [20]) Soit X un ensemble ordonné ayant un plus petit élément (noté 0),
et dans lequel toute paire d’éléments (x,y) a une borne supérieure (notée x V y). Il est clair que
(X,V,0) est un monoide commutatif (°) (voir lexercice 12). De plus, tout élément x est idempotent
(i.e. x V& = ). Montrer réciproquement que si (M, +,0) est un monoide commutatif dans lequel tout
élément x est idempotent (x + x = x), il existe une unique relation d’ordre < sur M telle que 0 soit le
plus petit élément, et pour tous x et y dans M, = + y soit la borne supérieure de x et y.

1.1.3 Applications adjointes.

DEFINITION 5 Soient X et Y deux préordres, f : X — Y et g : Y — X deux applications (qu’on ne
suppose pas croissantes ; voir l’exercice 16 (page 18)) :

—
g

On dit que « f est adjointe a gauche de g » ou que « g est adjointe & droite de f » (ce qu’on notera f - g
ou f4g: X —Y)si:
Vaex Vyey f(z) Sy &z <g(y)

La paire f - g (notée de cette fagcon ou notée f 4 g: X — Y) sera appelée une « adjonction ».

EXERCICE 14 On note 1 un ensemble & un seul élément. Montrer que pour toute collection ordonnée
X, il est équivalent de demander un plus grand élément ou une adjointe a droite de l'unique appli-
cation () : X — 1. De méme, il est équivalent de demander un plus petit élément ou une adjointe &
gauchede () : X — 1.

EXERCICE 15 Soit f g : X — Y une adjonction. Montrer que pour tout x € X et tout y € Y, on a :

o 2 <g(f(x))
e fl9(y) <y

Ces deux inégalités sont appelées respectivement I’« unité » et la « co-unité » de 'adjonction f - g.

EXERCICE 16 Montrer que si f - g est une adjonction, alors f et g sont des applications croissantes
(utiliser exercice 15).

En particulier, toute application qui a une adjointe a gauche ou a droite respecte ’équivalence
(proposition 1 (page 15)).

EXERCICE 17 Soit f 1 g: X — Y une adjonction entre préordres.

(a) Montrer que f o g o f est équivalent a f (et de méme que g o f o g est équivalent a g).

(b) On suppose que X et Y sont des ordres. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
e f est injective,

e g est surjective,

6. C’est-a-dire que 'opération vV : X x X — X est associative et commutative et admet 0 pour élément neutre.
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e gof=1x.
Si une adjointe a gauche ou a droite de f existe, elle est unique a équivalence pres :

EXERCICE 18 Montrer que si f 1g: X — Y et f 41 h: X — Y sont des adjonctions, alors g et h
sont équivalentes (donc égales dans le cas ou X est un ordre). De méme, si f - h et g 1 h sont des
adjonctions, alors [ et g sont équivalentes. Montrer réciproquement que si f 1 g et si g est équivalente
a halors f  h.

EXERCICE 19 Soient X, Y et Z des collections préordonnées. Soient f 1g: X - Yeth-4k:Y — Z
des adjonctions. Alors ho f Hgok : X — Z est une adjonction.

EXERCICE 20 Soient X, Y, U et V des collections préordonnées. Soient f 1g: X - Yeth-k:U —
V deux adjonctions. Montrer que :

(fxh)d(gxk): XxU—->Y xV

ot les produits de préordres sont munis du préordre défini dans Uexercice 1 (page 15).(")

EXERCICE 21 Montrer que toute bijection croissante dont la bijection réciproque est croissante a
cette réciproque comme adjointe a gauche et a droite. Cas particulier : Montrer que pour toute collec-
tion préordonnée X, et toutes collections I et .J, la décurryfication ¢~ : (X7)! — X%/ est adjointe
@ gauche et a droite de la curryfication o : X7 — (X7)1.(8)

EXERCICE 22 Montrer que pour a € R, a > 0, lapplication linéaire r — ax de R vers R, ordonné
de la maniere usuelle, a une adjointe a gauche et une adjointe & droite. Que se passe-t-il si a < 0 ou
a=07¢

EXERCICE 23 Z et R étant ordonnés de la maniére usuelle, montrer que lUinclusion i : Z — R a une
adjointe a gauche et une adjointe a droite qu’on identifiera. Qu’en est-il de l'inclusion de Q dans
R2(?)

EXERCICE 24 Soit f : X — Y une application entre deux ensembles. On rappelle que les applica-
tions « image réciproque » f~' : P(Y) — P(X) et «image directe » f, : P(X) — P(Y) (habituellement
notée f) associées a f sont définies par :
f7i(B) = {zreX|f(x)eB}
[(A) = {yeY |Jexy=flz)ra €A}

pour toute partie B de Y et toute partie A de X. Montrer que :

fr A PX) = PY)
ou bien entendu, P(X) et P(Y) sont ordonnés par inclusion. Montrer qu’il existe une application
fi : P(X) = P(Y), telle que :

fH AR PY) = P(X)

7. On rappelle que f x g est définie par (f X g)(z,y) = (f(z), g(y)).

8. On rappelle que (#(f))(z)(y) = f(z,y) et (¢~ (9))(x, y) = g(=)(v).
9. Je remercie Jérome Jean-Charles pour m’avoir donné I'idée de cet exercice.
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EXERCICE 25 Soit f : X — Y une application. On a les deux applications (f,), et (f~1)™" toutes
deux de P(P(X)) vers P(P(Y)).

(a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
e f est injective,
o [Thofy, =1px)
e lunité de adjonction f, 4 f~* (exercice 15 (page 18)) est une égalité (pour tout x € X),
e pourtout x € X,ona f ' (f,({z})) = {z},
e pour tout F € P(P(X)), ona (f,),(F) C (f~ 1)~ (F).
(b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
o f est surjective,
o foof Tt =1pwy,
e la co-unité de ladjonction f, 4 f~! (exercice 15 (page 18)) est une égalité (pour tout y € Y)
« pour tout y € Y, on a (£~ ({y})) = {},
e pourtout F € P(P(X)),ona (f~H)" (F) c (f,),(F).

Il en résulte évidement que f est bijective si et seulement si (f,), = (f~)~.

EXERCICE 26 On considére deux applications entre ensembles f : A — C et g : B — C, et on pose
X ={(a,b) € Ax B| f(a) = g(b)}. On a alors le carré commutatif suivant :

XA
S

ol Ty et o sont les restrictions des projections canoniques du produit A x B.('°) Montrer que les
carrés suivants, faisant intervenir les applications définies a l'exercice 24 (page 19), sont commuta-

tifs :(11)

P(x) < p(a) P(x) < p(a)
7T2bl fo WZﬁi 14
P(B) < P(C) P(B) < P(C)

Note : On peut simplifier la démonstration en déduisant la commutativité du second carré de celle
du premier carré (ou linverse!).

EXERCICE 27 Soient X, A et B des ensembles, et U une partie de (X x A) x B. On pose V =
{((z, f),a) € (X x BY) x A| ((z,a), f(a)) € U}. Montrer que :

m1g(m1,(U)) = w1y (m15(V))

o b et f sont définis dans Uexercice 24 (page 19), et o les différents w sont non ambigus parce que
le produit n’est pas strictement associatif. (Utiliser Uaxiome du choix.)

10. Ce carré est en réalité plus que commutatif. Il est « cartésien ». On verra au chapitre 2 une définition générale de cette
notion.
11. 1l s’agit d’'un cas particulier de la « condition de Beck-Chevalley » qui sera vue en toute généralité au chapitre 4.
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EXERCICE 28 Soit X un espace topologique, P(X) son ensemble de parties, et O(X) l'ensemble de
ses parties ouvertes. P(X) et O(X) sont ordonnés par inclusion. Montrer que linclusion canonique
u: O(X) = P(X) a une adjointe a droite (qu’on identifiera). Méme question avec 'ensemble F(X)
des fermés de X en permutant gauche et droite.

Toute adjointe a gauche préserve les bornes supérieures (resp. toute adjointe a droite préserve les
bornes inférieures) a équivalence pres :

PROPOSITION 2 Si f 4 g : X — Y est une adjonction, I une collection, et p € X! (resp. ) € Y1),
une famille ayant une borne supérieure M (resp. une borne inférieure m), alors f(M) est une borne
supérieure de la famille f o ¢ (resp. g(m) est une borne inférieure de la famille g o 1).

Il s’agit de montrer que f(M) est un plus petit majorant de la famille f o . Comme M majore ¢, on
a p(i) < M pour tout i € I, et comme f est croissante (exercice 16 (page 18)),on a (fop)(i) < f(M)
pour tout i € I. f(M) est donc un majorant de f o ¢. Soit K un autre majorant de f o ¢. On doit
montrer que f(M) < K. Pour touti € I, on a f(¢(i)) < K, donc ¢(i) < g(K). g(K) majore donc ¢, et
ona M < g(K), d’ou on déduit f(M) < K. Le cas de 'adjointe a droite se traite de méme. B

DEFINITION 6 Soit X une collection préordonnée. Si Uapplication diagonale A : X — X' (exercice
4 (page 15)) a une adjointe & gauche celle-ci est notée sup et appelée « fonction sup ». De méme, si elle
a une adjointe a droite, celle-ci est notée inf et appelée « fonction inf ». Les fonctions sup et inf, si elles
existent, sont bien siir uniques & équivalence pres (exercice 18 (page 19)).

Lexercice suivant justifie les appellations sup et inf.

EXERCICE 29 Montrer que si la fonction sup : X! — X existe, alors pour toute I-famille ¢ € X7,
sup(yp) est une borne supérieure de p. De méme, si inf : X! — X existe, alors inf(y) est une borne
inférieure de .

Dans la définition 6 (page 21), on insiste sur le mot « fonction » dans ’appellation « fonction sup », car
se donner une telle fonction de X’ vers X est plus fort que supposer seulement que toute /-famille
d’éléments de X a une borne supérieure. En effet, obtenir une telle fonction a partir de 'existence
d’une borne supérieure pour chaque I-famille suppose qu'on choisisse une telle borne supérieure
pour chaque famille. Le fait de choisir n’est pas bénin, et souvent non effectif. Toutefois, dans le cas
ou X est un ordre et non seulement un préordre, la borne supérieure, si elle existe, est unique, et
aucun choix n’est nécessaire. Bien entendu, si on admet qu’on peut faire librement des choix, il est
équivalent d’avoir une fonction sup : X! — X ou une borne supérieure pour chaque I-famille.

EXERCICE 30 Soit f : X — Y une application entre deux ensembles. On note f, : P(X) — P(Y)
Uapplication «image directe », et f~' : P(Y) — P(X) Uapplication «image réciproque ». On consi-
dérera aussi Uapplication f; : P(X) — P(Y) définie dans l'exercice 24 (page 19). Montrer que les
inclusions et égalités bien connues suivantes (ou A, B et A; sont soit des parties de X soit des parties
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deY):
) =0 1) =0
H(X) < Y fiy) = X
HANB) < f(A)Nf(B) f7HAuB) = fTHA)UTI(B)
HAUB) = (AU f(B) fHANB) = fTHA)NfTH(B)
fb(ﬂ 4;) C ﬂ fy(Ai) fﬁl(ﬂ Ai) n F7HA)
i€l i€l i€l i€l
KU 4 = U ») Y 4y = Ut
iel iel iel iel

sont toutes des conséquences immédiates de Uexercice 9 (page 17) (pour les inclusions) et de la pro-
position 2 (page 21) (pour les égalités), de méme que les inclusions et égalités :

()
Y = fi(X)
f(AnB) = fi(A)n fy(B)
(AU f(B) C fi(AuB)
B A) = () fa4)
el el
U r4) < sl 4)
el el

Bien sur, f,(X) C Y et O C f4(0) sont triviales pour une autre raison.

EXERCICE 31 Montrer que f, : P(X) — P(Y) (resp. fy : P(X) — P(Y)) définie dans lUexercice 24
(page 19), n’a en général pas d’adjointe a gauche (resp. a droite).

1.1.4 Existence d’une adjointe.

On a vu qu’une adjointe a droite est croissante et préserve les bornes inférieures a équivalence pres
(proposition 2 (page 21)). Il y a une réciproque dans le cas ou suffisamment de bornes inférieures
existent dans ’ensemble de départ d’une telle application.

PROPOSITION 3 Soient X et Y des préordres et g : Y — X une application croissante. On suppose
que inf(B) existe pour toute partie B de Y, et que g préserve les bornes inférieures a équivalence pres.
Alors g a une adjointe a gauche.

De méme, si sup(B) existe pour toute partie B de Y, et si g préserve les bornes supérieures a équiva-
lence pres, alors g a une adjointe & droite. (12)

En effet, posons pour tout x € X, Y, = {y € Y | « < g(y)} et choisissons pour f(z) l'un des inf(Y}),
ce qui a un sens puisque toute partie de Y a une borne inférieure. Il suffit de montrer que f(z) < z
est équivalent & x < g(z) pour tout z € X et tout z € Y.

Supposons d’abord = < g(z). Alors z € Y,,, donc f(z) = inf(Y,) < z.

Réciproquement, supposons f(z) < z. Comme g est croissante, on a g(f(x)) < g(z). Il suffit donc de
montrer que = < g(f(z)). Or, g(f(z)) = g(inf(Y;)) =~ inf(g(Yz)), ou ¢g(Y,.) est 'image directe de Y,

12. Cette proposition et 'exercice 32 (page 23) sont des cas particuliers du théoréme du foncteur adjoint de Freyd qui sera
établi au chapitre 2.
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par g. Pour tout y € Y, on a x < ¢(y), donc z est plus petit que tous les éléments de g(Y,) et donc
z < inf(g(Y.)) et enfin x < g(f(z)).

Le cas de I’adjointe a droite se traite de méme. m

Lexercice suivant est une variante de la proposition 3 (page 22), moins exigente sur ’existence des
bornes inférieures.

EXERCICE 32 Soient X et Y deux préordres et g : Y — X une application croissante. On suppose
qu’a tout x € X, on a associé une famille (2;);,c1, d’éléments de Y telle que :

e pourtouti € I, ona x < g(&;),
e pourtouty € Y tel que x < g(y), on a Vicr, &; <y,
o a, = inf((%;):er, ) existe et g(a,) ~ inf((g(Z;))icr, )-

Alors x — «, est adjointe a gauche de g.

EXERCICE 33 La suite de Fibonacci est la fonction F : N — N définie par :
e F(0) =0,
o F(1)=1,
e F(n+2)=F(n+1)+ F(n).

On munit N de lordre de la divisibilité, et on notera p|q pour «p divise q », et non pas p < g, pour
éviter toute confusion.

(a) Montrer que F n’a pas d’adjointe & droite.
(b) Montrer que si on avait posé F(0) = 1, F ne pouvait pas avoir d’adjointe & gauche.

(¢) Montrer que F est croissante, et que pour toute famille (n;);c; d’entiers, et pour tout entier p, si
p|F(n;) pour tout i, alors p|F(PGCD;cr(n;)).

(d) En déduire, ainsi que de Uexercice 32 (page 23), que F' a une adjointe a gauche (unique) : I : N —
N, et donc que F préserve le PGCD.

(e) Calculer I(n) pour n = 0,1,...,7, et montrer que 1(420) = 120 sans beaucoup plus d’efforts.
Montrer que I n’a pas d’adjointe a gauche et ne prend la valeur 0 qu’en 0. Montrer que I a une
sous-suite qui tend vers l'infini (pour lordre usuel).

1.2 Lalogique naturelle.

Ce qu'on entend ici par «logique » est en premiere approximation '’ensemble des regles de ma-
nipulation des « connecteurs logiques », qui sont T («vrai»), L («faux»), A («et»), V («ou»), =
(«implique »), = («non »), V (« pour tout ») et 3 («il existe »). L'apparition de ces regles, au moins
sous une forme inconsciente, est sans aucun doute trés ancienne. Bien entendu, leur formalisa-
tion mathématique telle qu’on la connait aujourd’hui est tres récente. Par exemple, on attribue a
Giuseppe Peano (1858-1932) I'introduction du quantificateur existentiel 3.

La faculté primitive de raisonnement a pris trés probablement la forme d’un systéme de déduc-
tion et non pas une forme algébrique comme celle qui résulterait par exemple des propriétés des
tables de vérité booléennes ou d’axiomes. Nos anceétres trés lointains, bien avant que quiconque
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ne se mette a « faire de la logique », avaient nécessairement enregistré expérimentalement un cer-
tain nombre de « causalités » : tel événement a pour cause tel autre évéenement. La transitivité
de la causalité a certainement été une des premiéres regles (inconscientes) de démonstration. Il
y a donc une logique « naturelle », et cette logique ne peut étre qu'un ensemble de méthodes de
raisonnement, c’est-a-dire en définitive un ensemble de regles de démonstration.

1.2.1 Introduction.

Qui n’a pas été frappé par le caractere quelque peu arbitraire des catalogues d’axiomes qu’on trouve
dans les chapitres préliminaires de divers ouvrages de mathématiques, quand les auteurs ont le
souci de faire une présentation de la logique ? Par exemple, on peut trouver un catalogue d’axiomes
comme celui-ci :

e (AVA) = A
e A= (AV B)
e (AVB)= (BVA)
e (A= B)= ((Av(C)=(BV())
o ...
accompagné de quelques regles d’'inférences comme :
e Si A = B estvraiet si A est vrai, alors B est vrai.

A partir de 1a on peut démontrer divers principes « dérivés », et certains d’entre eux disent des
choses tellement intuitivement évidentes qu’on peut se demander s’ils n’auraient pas di étre eux-
mémes les principes de base. Par exemple, dans 'ouvrage(?) duquel jai tiré le catalogue ci-dessus,
Pauteur démontre la transitivité de I'implication de méme que le fait que A = A est vrai, et ce
n’est pas toujours tres facile. On peut donc se demander si ces principes sont la base naturelle de
notre facon de raisonner. D’ailleurs, une confirmation du caractére arbitraire de ces principes est
le fait que d’un livre a I'autre on trouvera des catalogue différents, bien qu’équivalents. De plus,
ces principes formalisent complétement les connecteurs du calcul propositionnel, c’est-a-dire A, V,
= et —, mais sont souvent beaucoup plus flous sur les quantificateurs V et 3.

Méme si de tels principes permettent théoriquement de démontrer, on peut constater assez facile-
ment qu'on emploie de facon instinctive dans les démonstrations des méthodes qui ne sont pas ces
principes eux-mémes, méme si on peut éventuellement les établir comme des conséquences de ces
principes. En effet, un peu d’analyse des mécanismes de la démonstration montre qu’on utilise de
manieére naturelle des régles comme :

e pour démontrer A = B, supposer A puis démontrer B (méthode dite de I'« hypothése auxi-
liaire »),

e pour utiliser ’hypothése A Vv B, faire un raisonnement par disjonction des cas,
e pour démontrer V,cx A, déclarer x € X, puis démontrer A,

c’est-a-dire que la manieére naturelle de démontrer ne consiste pas a utiliser des axiomes, mais a
appliquer des méthodes de raisonnement. On ne peut pas de toute facon se passer de méthodes de
raisonnement, méme en présence d’axiomes, car il faut bien avoir un moyen d’utiliser ces axiomes.

13. au demeurant excellent et célebre, que je ne citerai pas.
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C’est pour cela qu’on trouve quand méme des régles d’'inférence dans les présentations de la logique,
méme quand celles-ci sont «hilbertisées », c’est-a-dire quand elles préferent réduire les regles de dé-
monstration, quitte & augmenter le nombre d’axiomes. Comme on le voit facilement, I'hilbertisation
de la logique la rend anti-naturelle, et cache les véritables mécanismes. Elle n’est de toute facon
d’aucune utilité pour démontrer. De plus, une telle présentation noie dans une masse d’axiomes
artificiels, les quelques axiomes qui sont quant a eux de véritables axiomes, ne participant pas a
la définition des démonstrations et des connecteurs logiques.(1*) Il s’agit essentiellement du tiers
exclu et de ’axiome du choix, dont nous reparlerons plus loin, et qui ont donc un statut tout a fait
a part.

On va voir ci-dessous que toutes ces regles naturelles ne sont que I’expression d’adjonctions entre
applications croissantes. Chaque connecteur (sauf — qui est une « abréviation »(1%)) est défini
comme l’adjointe, & gauche ou a droite, d'une application strictement structurelle (diagonale ou
changement de contexte). Cette présentation donne une unité remarquable a la description de la
logique, évite le caractere arbitraire des catalogues d’axiomes, et nous assure que les connecteurs
sont définis sans ambiguité par unicité des adjointes (exercice 18 (page 19)). De plus, elle traduit
trés exactement notre maniere naturelle de démontrer. Elle résulte des travaux de nombreux ma-
thématiciens de Luitzen Egbertus Jan Brouwer a William Lawvere, en passant par Arend Heyting,
Andrei Kolmogorov, Gerhard Gentzen et Kurt Godel entre autres.

1.2.2 DLinterprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov.

Quand en 1931 Kurt Godel dévoile son théoréme d’incomplétude, il jette un véritable pavé dans la
mare des mathématiques. Il révele que dans une théorie mathématique raisonnable, c’est-a-dire
non contradictoire et dans laquelle on peut parler d’ensembles infinis, il existe des énoncés fer-
més( ') indécidables, cest-a-dire ni démontrables ni réfutables.(1?) Il avait été précédé sur cette
voie par Brouwer, qui s’étonnait des le début du XX*™® siecle du fait qu’il pouvait démontrer sans
difficulté F vV =F quand FE est I’énoncé du grand théoréme de Fermat, mais qu’il se trouvait in-
capable de démontrer £ ni de démontrer —~FE. Méme si le théoréme de Fermat a été récemment
démontré, et n’est donc pas indécidable, Brouwer a été 'un des premiers a soupgonner que « dé-
montrable » et « vrai » ne sont pas deux notion équivalentes.

Brouwer est resté a un niveau assez philosophique, et c’est Heyting qui formalise son travail vers
1930, presque en parallele avec Kolmogorov. L'idée fondamentale de ce qu'on appelle aujourd’hui
P« interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov » est une définition du sens des connecteurs lo-
giques en termes de démonstrabilité plutét qu'en termes de vérité. De plus, cette interprétation
constitue non seulement I'une des premieres définitions de la notion de démonstration, mais est
aussi une prémonition de ce qui deviendra célébre cinquante ans plus tard sous le nom de « corres-
pondance de Curry-Howard ». En effet, elle définit les preuves comme des méthodes, autrement dit
comme des procédés mécaniques, autrement dit comme des programmes.

Méme si ce n’était peut-étre pas la motivation principale de ces mathématiciens, cette approche
peut aussi étre considérée comme une approche pragmatique. En effet, les mathématiciens mo-
dernes ont une éthique qui consiste essentiellement & ne tenir pour vrai que ce qui est démontré.
On voit donc que la vérité n’est accessible qu’a travers les démonstrations, et donc que ces dernieres
doivent étre notre préoccupation principale. Bien entendu, dans un systéme mathématique viable,

14. Plus précisément, ces axiomes ne se déduisent pas des adjonctions qui définissent le sens des connecteurs logiques.
15. —F est une abréviation pour £ = 1, ou L veut dire «faux ».

16. C’est-a-dire indépendants de toute déclaration ou hypothése préalable.

17. Un énoncé est réfutable si sa négation est démontrable.
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tout ce qui est démontrable doit étre vrai. Cette propriété est la « robustesse »('®) du systeme de
preuve. Plus bas, nous allons interpréter les énoncés de diverses fagons, et nous démontrerons un
théoréeme de robustesse, nous assurant que tout énoncé démontrable est « vrai » dans toutes ces
interprétations.

Voici maintenant en quoi consiste I'interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov. Il s’agit d'une
définition de la notion de démonstration.

e Une démonstration de F A F est une paire formée d’'une démonstration de ' et d'une démons-
tration de F.

e Une démonstration de E'V F' est une paire (i, p), o i vaut 0 ou 1 et ot p est une démonstration
de F sii =0, et une démonstration de F si: = 1.

e Une démonstration de £ = F est une méthode (algorithme) produisant une démonstration
de F a partir de toute démonstration de E.

e Une démonstration de V,.c x F[z] est une méthode (algorithme) produisant une démonstration
de E[a] a partir de tout élément a € X.

e Une démonstration de 3,cx E[z] est une paire (a,p), ou a est un élément de X et p une
démonstration de E[a].

En réalité, la description ci-dessus est assez ambigué en ce sens que ce qui est entendu ici par
«démonstration » n’est pas un texte (une notion syntaxique), mais la valeur de ce texte. En effet,
si on a par exemple une démonstration p de £ = F, et une démonstration ¢ de F, la définition
méme de p nous dit que si on applique p a g on obtient une démonstration de F. Par conséquent,
ce n'est pas 'expression p(q) (p appliqué a ¢) qui est une démonstration de F, mais bien le résultat
du calcul de cette expression. D’ailleurs, F' peut étre une disjonction, dont la preuve doit étre une
paire, alors que l'expression p(¢q) n’est pas en soi une paire.

Par la suite, nous distiguerons la notion de « démonstration », qui est syntaxique (une démons-
tration est un texte, c’est-a-dire une expression appartenant a un langage), de celle qui désigne
les valeurs des démonstrations, que nous appellerons « garants ». Un garant est la valeur d’'une
démonstration, de méme que le nombre entier 2 est la valeur des expressions 1 + 1, 6/3, et de 'ex-
pression 2 elle-méme. Le mot « garant » est choisi pour rappeler que la valeur d'une démonstration
garantit la vérité de ’énoncé qui est démontré par cette démonstration.( %)

Linterprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov ne semble pas & premiére vue avoir grand rap-
port avec la notion d’applications adjointes. En réalité, elle a avec elle un rapport étroit. En effet,
I'interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov ne parle que de paires et d’algorithmes. De plus
il s’agit de paires un peu spéciales, puisque le « type » (ou la « sorte ») du second élément de chaque
paire dépend de la valeur du premier élément de la paire. Il s’agit de « paires dépendantes ». Par
exemple, dans la paire (i, p) de la définition de la démonstration d’'une disjonction, p est une preuve
d’un énoncé qui dépend de la valeur de :. De méme, les algorithmes dont il est question, du moins
dans la définition du quantificateur universel, sont des algorithmes dépendants. En effet, p(a),
quand p est une démonstration de V,cx F[z] est une démonstration de E[a] et son « type » dépend
donc de a. En fait, si on veut formaliser proprement les mathématiques, il est nécessaire de géné-

18. En anglais : soundness.

19. Pendant plusieurs années, j’ai proposé le mot « témoin » pour désigner cette notion. Le mot « témoin » est en général
utilisé par les logiciens pour représenter un élément a d’'un ensemble X satisfaisant un énoncé de la forme E[z]. Dans ce
cas, le témoin témoigne de l’existence d’'un objet ayant une certaine propriété, en étant lui-méme I'un de ces objets. On m’a
reproché a plusieurs reprises d’utiliser le mot « témoin » pour la notion de garant dont il est question ici, puisqu’il avait déja
un sens. Je me suis donc mis a la recherche d’'un autre mot. Le mot « garant » me parait bon, d’abord parce qu’il ne semble
pas étre déja utilisé, et ensuite parce qu’en fin de compte, il semble méme plus approprié que « témoin ».
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raliser les notions de conjonction et d'implication pour qu’elles deviennent elles aussi dépendantes.

On se trouve donc en présence, avec I'interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov, de paires et
d’algorithmes dépendants. Ces notions sont connues en mathématiques. Elles correspondent aux
notions d’union disjointe et de produit de familles d’ensembles. Si (X;);c; est une famille d’en-
sembles, on définit :

HXz' = {(,z)|iel,z e X;}
Hsz = {(@i)ier | s € X3}

iel

Dans la premiere définition, la paire (i, ) est dépendante, car le « type » de x est X;, qui dépend de
la valeur de i. Dans la deuxiéme définition, la famille (z;);c, qui aurait pu étre notée (i € I) — x;
est une fonction dépendante, puisque le « type » de x; est X;, qui dépend encore de la valeur de 1.

Or, ces deux constructions, union disjointe et produit d'une famille d’ensemble, sont adjointes I'une
a gauche et 'autre a droite, d'une méme construction, a savoir celle qui associe a chaque ensemble
X la famille d’ensemble « constante » A(X) = (i € I) — X. Ces adjonctions ne sont toutefois pas des
adjonctions entre applications croissantes mais entre foncteurs. Essentiellement, ces adjonctions
expriment le fait que se donner une fonction de H X; vers X est équivalent a se donner un mor-
iel
phisme de (X;);c; vers A(X), ou par « morphisme » entre ces deux familles, on entend une fonction
de X; vers X pour chaque i € I. Symétriquement, une fonction de X vers H X, est équivalente a
iel

la donnée d’'un morphisme de A(X) vers (X;)ics-

La généralisation de ces adjonctions a tout topos est fondamentale en théorie des topos. Nous y
reviendrons dans un prochain chapitre, a propos des topos relatifs.

1.2.3 Le calcul des séquents.

Gerhard Gentzen (1909-1945) est I'un des premiers a avoir formalisé la «logique naturelle ». Gent-
zen est 'auteur de plusieurs ensembles de regles, dont le « calcul des séquents ». Les regles du
calcul des séquents disent que si certaines déductions sont valables alors d’autres déductions le
sont aussi. Dans ce systéme, chaque déduction est présentée sous la forme d’un « séquent »(2°) :

Ay,...,A v Bi,...,B,

quiil faut interpréter comme le fait que la disjonction B; V --- V B, des « conclusions » du séquent
est conséquence de la conjonction A; A --- A A, des « hypothéses » du séquent. Une regle du calcul

des séquents est de la forme :
S1,..., Sk

S
ou Sq,..., S, et S sont des séquents. Cette regle dit que si les séquents Sy, ..., S, sont valides, alors
il en est de méme du séquent S.

Explorer le calcul des séquents n’est pas l'objet de ce texte. Nous faisons toutefois plus loin une
comparaison entre les conséquences de la définition via les adjonctions du sens des connecteurs
logiques et un «calcul des séquents simplifiés ». Par « simplifié » nous entendons le fait que chaque

20. Ce mot est un néologisme qui provient via I'anglais d'un mot allemand signifiant « séquence ».
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séquent a exactement une hypothése et une conclusion, et est donc de la forme A - B ou A et B
sont deux énoncés.

Par exemple la régle suivante (du calcul des séquents simplifiés) :
HVFE HFF
HFEANF
dit que si F se déduit de H et si F' se déduit de H, alors E' A F' se déduit de H. On appelle cette

régle la «régle d’introduction de la conjonction ».(%!)

D’autres regles sont :
HFEANF HFEANF

HEE HFF
qu’on appelle « regles d’élimination » de la conjonction. Bien entendu, on vérifie facilement que ces
regles ne font qu’exprimer la facon naturelle et instinctive de manipuler le connecteur logique A.

On remarque que ces trois reégles peuvent étre condensées en une seule :

H+-E, H-F
HFEAF

pourvu qu’on s’autorise a la lire aussi bien du haut vers le bas que du bas vers le haut (ce qui
est indiqué ici par le dédoublement de la «barre de fraction »), et ou la virgule du « numérateur »
signifie toujours « et » quel que soit le sens de lecture.

Le lecteur attentif aura reconnu que la « régle réversible » ci-dessus n’est pour I'essentiel que I’af-
firmation de I'existence d’'une adjonction. En effet, la relation représentée par le symbole | est une
relation binaire entre énoncés, et c’est clairement une relation de préordre.(22) Considérons par
ailleurs des couples d’énoncés (E, F)) et étendons la relation de préordre a ces couples comme dans
Pexercice 1 (page 15). Deés lors, la regle ci-dessus devient :

(H,H)F (E,F) si et seulement si HEEAF

et, en nommant £ la collection des énoncés préordonnée par -, on voit, en se souvenant que (H, H)
s’écrit aussi A(H), qu’il s’agit du fait que 'application diagonale A : £ — £ x & (exercice 4 (page
15)) a une adjointe a droite.

Une premiére conséquence est que cette regle réversible caractérise parfaitement le connecteur
logique A a équivalence preés bien sir (exercice 18 (page 19)).

Gerhard Gentzen a donc fait usage d’applications croissantes adjointes des 1934, avec tres cer-
tainement une conscience nette du mécanisme de ’adjonction, qu’il n’a toutefois pas formalisé en
toute généralité. Ce sera fait vers 1940 par Garrett Birkhoff. Depuis, de nombreux travaux ont
été effectués sur cette notion, aussi appelée « correspondance de Galois ». La notion de foncteurs
adjoints n’a été introduite qu’en 1958 par Daniel Kan, donc pas trés longtemps apres 'introduction
des catégories par Samuel Eilenberg et Saunders Mac Lane en 1945.

On retrouve dans la symétrie du calcul des séquents, symétrie que Gentzen a tenu a mettre par-
faitement en évidence, la symétrie gauche/droite des applications croissantes adjointes. On remar-
quera par ailleurs le parallele entre la classification par Gentzen de ses regles en « groupe identité

21. En réalité, dans le calcul des séquents, cette regle est la régle d’introduction « a droite » de A. Il y a aussi une regle
d’introduction « & gauche », mais cette derniére ne fait qu’exprimer le fait que la virgule a4 gauche du signe | signifie A. Elle
n’a donc pas lieu d’étre dans ce calcul simplifié.

22. Le fait que ce soit une relation de préordre correspond dans le systéme de Gentzen a ce qui est appelé «régles du
groupe identité », dont la version « simplifiée » de la régle de coupure qui exprime la transitivité de la relation.
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+ groupe structurel » et « groupe logique », qui correspond a la séparation entre les régles qui dé-
finissent les relation de préordre et les regles qui expriment des adjonctions. Bien entendu, la
formalisation qu’on va trouver ci-dessous de la logique ne se prive pas de faire usage de la notion
d’applications adjointes.

1.2.4 Variables, contextes, substitutions.

La différence de niveau de complexité entre les connecteurs du « calcul des propositions », c’est-a-
dire T, 1, A, V, = et — et les deux quantificateurs V et 3 est facilement perceptible par quiconque
a pratiqué un peu les mathématiques. Elle résulte essentiellement du fait que les quantificateurs
établissent un lien entre le niveau des objets mathématiques et le niveau des énoncés. Syntaxique-
ment, ce lien apparait dans le fait qu'un quantificateur est toujours suivi de la déclaration d’une
variable.

Il résulte de la présence de ces déclarations que les énoncés qui sont des sous-énoncés d’énoncés
commencant par des quantificateurs ne sont intelligibles qu’en présence de ces déclarations. Une
séquence de déclarations est appelée un « contexte ». Nous reparlerons en détails de ces questions
dans d’autres chapitres et c’est pourquoi nous nous contentons ici d’'une discussion assez informelle.
On supposera que le lecteur a une notion au moins intuitive des notions de variables libre ou liées.
Par exemple, dans ’expression :

z est une variable liée, alors que y est une variable libre. Une telle expression n’est intelligible que
si on a une idée de ce que y représente, alors que z n’est pas réellement présent dans I'expression ,
puisqu’on pourrait aussi bien I'écrire V.cx f(z) = v.

Par ailleurs, les variables (ou « symboles ») qui apparaissent dans les expressions sont naturelle-
ment « typées », ce qui signifie qu'une variable ne représente pas en général une chose absolument
quelconque, mais une chose « d'un certain type ».(?®) C’est pourquoi nous avons écrit ci-dessus
Veex f(z) = y et non pas V, f(z) = y. Le fait de typer est lui aussi trés « naturel ». Méme dans
la langue naturelle, les variables, comme les pronoms, sont faiblement typés, mais typés quand
méme, puisqu’ils font le plus souvent la distinction entre masculin et féminin, entre chose animée
et chose inanimée, etc... Il y a de nombreuses bonnes raisons de typer, et méme de typer tres
finement, comme on le fait en mathématiques. Dans un texte mathématique propre, chaque décla-
ration de variable est accompagnée de 'indication (plus ou moins explicite) de 'ensemble des objets
mathématiques susceptibles d’étre représentés par cette variable. On déclare soit un nombre, soit
une matrice, soit un polyndme, mais jamais un objet mathématique absolument quelconque.(2*)

On va donc introduire la notion de « contexte ». Un contexte est une liste de déclarations de sym-
boles. Chaque déclaration est de la forme 2 € X, oil z est un symbole et X un « type »(?%) qui nous

23. Une exception notoire a ce principe est la théorie des ensembles dans laquelle il n’y a qu’une seule sorte de « chose »,
les ensembles, et ou le typage est donc superflu. Il n’y a d’ailleurs pratiquement qu’en théorie des ensembles et dans
quelques autres branches de la logique traditionnelle (par opposition avec la logique catégorique) qu’on ne type pas les
quantificateurs. Par exemple, en théorie des modeles, on étudie le plus souvent les modéles d’'une structure a une seule
sorte, comme la structure de corps. Comme les quantifications ne portent que sur les éléments d’un corps unique, le typage
est inutile.

24. On déclare méme treés souvent un ensemble, avec I'idée qu’un tel ensemble n’est ni une matrice ni un nombre ni quoi
que ce soit d’autre. Ceci démontre bien I'inadéquation de la théorie des ensembles pour la formalisation des mathématiques,
théme sur lequel nous allons revenir en détails.

25. On verra, surtout a partir du chapitre 4, que X n’est pas nécessairement une collection. Il n’est méme pas indispen-
sable qu’il y ait une notion d’« élément » appartenant a X, ce qui fait que l'utilisation du signe € dans une déclaration est
purement conventionnelle.
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indique que x ne peut pas représenter n’importe quoi. Dés lors, un énoncé (ou un terme) F ne
peut étre « bien formé » ou « intelligible » que relativement & un contexte( ?®) qui déclare toutes les
variables qui apparaissent libres dans F (ce qui n’interdit pas qu’il puisse déclarer aussi d’autres
variables).

Un contexte sera noté :
(1 € X1) ... (2, € Xp)

out les symboles z1,...,z, seront supposés distincts.(?’) Si on permute les déclarations d’un
contexte on obtient encore un contexte, et toute expression intelligible relativement au premier
contexte I’est encore relativement au second, puisqu’ils déclarent le méme ensemble de variables,
méme si les interprétations proprement-dites de ces expressions peuvent éventuellement étre dif-
férentes.(?®) Si on a un contexte ' = (r1 € Xq)...(z, € X,,), on peut « agrandir » ce contexte en
ajoutant la déclaration (x € X), pourvu bien str que z ne soit pas déclaré dans I'. Le contexte
obtenu sera noté I'(x € X). Le contexte «vide » (aucune déclaration) sera noté (). On aura aussi a
considérer la concaténation de deux contexte I' et A, ce qui aura un sens si aucune variable n’est
déclarée a la fois dans I" et dans A. Cette concaténation sera notée I'A.

Les contextes sont toujours manipulés de maniére implicite. Chaque déclaration enrichit le
contexte, et il est entendu que le nouveau contexte n’est pertinent que pour une partie du texte qui
suit, partie qu’on appelle la « portée » de cette déclaration. Déterminer la fin de cette portée, c’est-a-
dire le point du texte ou la déclaration en question n’a plus cours, est parfois difficile. En principe,
la détermination de la portée est régie par des regles syntaxiques (en général, des regles de précé-
dence entre opérateurs), mais ces derniéres ne sont pas nécessairement officiellement exprimées,
sauf dans les langages de programmation, puisque le compilateur détermine nécessairement les
portées selon des regles précises (mais pas toujours connues du programmeur). Bien évidemment,
le moyen le plus usuel de lever un doute sur la portée d'une déclaration est d’utiliser le fait que
toute occurrence de variable doit correspondre a une déclaration. C’est pourquoi un énoncé comme :

Veex EVF

est ambigu si F' ne contient aucune occurrence libre de z. Si c’est le cas, on peut se demander
si F est ou n'est pas dans la portée de la déclaration x € X, et dans le cas de cet exemple, cela
peut changer le sens de ’énoncé. Dans la langue naturelle, la portée d’'une déclaration est le plus
souvent déterminée par le rythme des phrases ou le sens.

EXERCICE 34 Le questionnaire qui suit circule depuis des temps immémoriaux dans les cours de
récréation.

e (1) Comment mettre un rhinocéros au réfrigérateur ?
e (2) Comment mettre une girafe au réfrigérateur ?

e (3) Le roi des animaux (le lion) convoque tous les animaux en congrés. L'un d’entre eux ne
vient pas. Lequel ?

e (4) Comment traverser une riviére infestée de crocodiles ?

26. Nous simplifierons éventuellement la locution « relativement & un contexte » en « dans un contexte ».

27. Un systeme dans lequel on peut donner le méme nom a plusieurs variables est gérable, y compris par un compilateur.
Chaque nouvelle variable cache la précédente variable de méme nom. Toutefois, cette possibilité n’apporte rien de bien
intéressant, et est méme en pratique la source d’erreurs d’interprétation, en particulier en programmation. On supposera
donc toujours que les noms des variables déclarées dans un contexte sont tous distincts.

28. Pour formaliser complétement les mathématiques, il est nécessaire de manipuler des contextes pour lesquels 'ordre
est primordial, une permutation pouvant les rendre tout simplement incorrects.



1.2 La logique naturelle. 31

Les réponses attendues sont les suivantes :

(1) On ouvre la porte du réfrigérateur, on met le rhinocéros, et on ferme la porte.

(2) On retire le rhinocéros du réfrigérateur et on met la girafe & la place.

(3) La girafe, puisqu’elle est dans le réfrigérateur.

(4) A la nage, puisque les crocodiles sont au congrés.

(a) Vérifier que, hormis en ce qui concerne la premiére question, le caractére comique des réponses at-
tendues est dii & une mauvaise détermination de la portée de certaines déclaration ou hypothéses.(?°)

(b) Vérifier qu’il y a essentiellement la méme différence entre les réponses attendues et des réponses
plus « sensées », qu’entre programmation impérative et programmation fonctionnelle.

Interrogeons-nous maintenant sur le role véritable des variables. Placons-nous dans un contexte
I, disons I' = (x € X)(y € Y) pour fixer les idées. Tous les raisonnements faits dans le contexte
T', pourvu qu'on ne fasse pas d’hypothése particuliére sur x et y, seront valables quelques soient
les valeurs de ces variables. En fait, le role des variables est de nous permettre de traiter tous les
objets d’'un ensemble donné, ou de plusieurs ensembles données, X et Y dans notre exemple, en
une seule fois. Si I’énoncé E(z,y) a été démontré dans le contexte I', alors pour tout a € X et tout
b eY,'énoncé E(a,b) est de facto démontré dans le contexte vide. Il suffit de remplacer z et y par
a et b partout ou ils apparaissent dans la preuve de E(z,y), pour obtenir une preuve de E(a,b).

Le destin ultime (la finalité) des variables est donc d’étre remplacées par des valeurs (de types
appropriés bien siir). Le remplacement ne doit donc pas détruire la validité des preuves. Ceci se
traduira, comme on va le voir plus bas, par le fait que le remplacement est croissant pour la re-
lation de préordre de déductibilité. Par ailleurs, sur le plan technique, le remplacement n’est pas
complétement trivial, car il ne faut pas tomber dans le pieége de la « capture de variable ». Nous
laissons cette question de coté pour le moment. Nous aurons l'occasion d’en discuter en détails au
chapitre 4. Pour I'heure, nous supposons que le lecteur sait remplacer proprement une variable par
une valeur, par exemple qu’il écrira V,c x z = x comme résultat du remplacement de y par = dans
I’énoncé V,.cx = = y, et non pas V,cx * = x qui n’a pas le méme sens.

Le résultat du remplacement de la variable z par la valeur a dans 'expression FE, sera noté Fla/z]
(lire : « E ou a remplace x »). Il est entendu que le remplacement jouit de certaines propriétés
« évidentes ». En particulier, si £ = F est une égalité entre deux termes, alors I'expression (E =
F)[a/x] est identique a '’expression (E[a/z]) = (F|a/z]), etc. ..

1.2.5 Mathématique sur un systéme de types.

Une premiére analyse de notre pratique quotidienne(3°) montre que ce qu'on manipule en mathé-
matiques se divise en trois « niveaux » :

e Le niveau des « objets mathématiques », comme les nombres, les matrices, les polyndomes,
etc... et méme les ensembles. C’est le niveau « inférieur », le rez-de-chaussée de la « maison
mathématique ». Les objets mathématiques sont représentés par des expressions du langage
qu’on appelle des « termes ».

e Le niveau des « valeurs de vérité ». Les expressions qui les représentent s’appellent commu-

29. Une hypothese est un cas particulier de déclaration (déclaration d’'un « garant »).
30. Je ne parle pas ici des logiciens, mais des mathématiciens « standard ».
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nément des énoncés.(®!) Les énoncés parlent des objets mathématiques. Ils en expriment les
propriétés. Bien entendu, on se garde bien d’assimiler les valeurs de vérité aux deux seuls
booléens.

e Le niveau des « garants », c’est-a-dire des entités qui garantissent la vérité des énoncés. Ils
sont représentés dans le langage par les « démonstrations » ou « preuves ». C’est le dernier
étage de la « maison mathématique ».

Ces trois niveaux sont dépendants les uns des autres, puisque les énoncés nous parlent des objets
mathématiques et que chaque garant garantit la vérité d'un énoncé. En mathématiques usuelles,
ces trois niveaux sont bien différenciés. La théorie des topos permet toutefois de les modéliser par
un systéme a un seul niveau.

Dans ce chapitre, nous restons vagues sur le niveau des objets mathématiques. Ce niveau sera
modélisé avec précision par les topos a partir du chapitre 4. Nous nous concentrons ici sur les deux
niveaux supérieurs. Nous avons toutefois besoin d’un minimum d’hypothéses sur le niveau des
objets. On supposera donc qu’on a une collection de « types » qui serviront a écrire les contextes. Les
types sont les X1, ..., X,, qui apparaissent dans les contextes de la forme (z; € X1)...(z, € X,,).
A chaque type X est associé le méta-ensemble 7~ de tous les « termes de type X », c’est-a-dire de
toutes les expressions du langage qui servent a représenter des objets mathématiques de type X.
Les types peuvent éventuellement étre des ensembles. On en verra des exemples avant la fin de ce
chapitre.

Pour tout contexte I' et pour tout type X, on notera 7;* la partie de 7~ constituée des termes
«intelligibles » dans le contexte I". Une condition nécessaire pour qu’un terme soit intelligible dans
le contexte I" est que toute variable qui apparait libre dans ce terme soit déclarée dans I". Mais cela
peut ne pas étre suffisant suivant la facon dont le systéeme de types et la syntaxe des termes sont
congus. Cette question ne nous préoccupe pas ici, et nous supposons qu’on a une notion bien définie
de « termes intelligible » dans un contexte donné.

La définition des termes, quelle qu’elle soit, est le plus souvent accompagnée d'une notion de « cal-
cul ». On supposera qu’on a un algorithme qui permet de calculer les termes. Cet algorithme doit
étre tel que tout calcul s’arréte.(®?) Autrement dit, aprés un nombre fini d’étapes de calcul sur
un terme, plus aucune regle de calcul ne peut étre appliquée. Le terme obtenu a l'issue du cal-
cul est alors appelé une « forme normale ».(33) Il est entendu que le calcul ne modifie pas le sens
des termes. Autrement dit, les termes qui constituent les étapes successives d’'un calcul sont tous
« égaux » (mais bien entendu pas syntaxiquement identiques), et de méme type. Il en résulte que
si on se donne deux termes a et b, dont les formes normales sont syntaxiquement identiques(3%),
alors ces deux termes sont égaux. La réciproque est fausse en général, c’est-a-dire que deux termes
égaux peuvent avoir des formes normales non identiques. Ceci signifie que la forme d’égalité qui
est décidable par le calcul mécanique est plus faible que 1’égalité au sens mathématique. Si ces
deux notions étaient équivalentes, la validité de toute égalité serait vérifiable par algorithme et la
notion méme de démonstration perdrait toute son utilité en mathématiques.(>®)

31. Les logiciens, qui ont leur jargon, les appellent « formules ».

32. Eventuellement, le calcul peut consister a ne rien faire.

33. Ici, nous supposons que cet algorithme est déterministe, autrement dit qu’aucun choix n’a a étre fait pendant le
calcul. Ceci revient a dire qu’on a une « stratégie de calcul » qu'on applique de maniére systématique. De ce fait, on n’est
pas concerné par la notion de confluence (propriété de Church-Rosser).

34. Ou du moins « a-équivalentes », c’est-a-dire identiques au renommage prés des variables liées. Nous continuerons
néanmoins a dire «identiques ».

35. Ceci est di au fait que si le systéme de types est suffisamment riche, tout énoncé peut étre mis sous forme d’égalité.
Par exemple, un énoncé universellement quantifié comme V¢ x F pourra s’écrire {x € X | E} = {z € X | T}. Bien entendu
cela suppose que l'algorithme de calcul calcule aussi les parties, c’est-a-dire en fait les fonctions. On verra que c’est le cas
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Cette notion de calcul peut étre rendue « transparente » en demandant que les termes soient systé-
matiquement mis sous forme normale. C’est ce que nous supposerons désormais. Ainsi, une égalité
a = b qui résulte d'un calcul systématique (c’est-a-dire telle que a et b aient des formes normales
identiques) sera pour nous une égalité de la forme a = a. Une telle égalité sera dite « triviale ».

Nous définissons maintenant ce que nous entendons par « systéme de types ». Il s’agit d'une défini-
tion minimaliste.

DEFINITION 7 Un « systéme de types » est la donnée de :

e une collection de « types », X, Y,... qui ne sont pas nécessairement des ensembles ni méme des
collections, et qui n’ont donc pas nécessairement d’éléments. Les types permettent de construire
les contextes.

o Pour chaque type X, une collection T des « termes de type X ». Ces termes peuvent contenir
des variables libres, on peut décider si un terme est « intelligible » dans un contexte donné, et
ceci ne dépend pas de lordre des déclarations dans ce contexte. De plus, tout terme intelligible
dans un contexte donné T" Uest a fortiori dans tout contexte étendu I'(x € X).

e Une notion de remplacement. On note E[a/x] le résultat du remplacement de = par a dans E.
On demande que si E est intelligible dans le contexte I'(x € X)) et a intelligible dans le contexte
T, alors E|a/x] est intelligible dans le contexte T.

Nous définissons maintenant le méta-ensemble des énoncés sur un systéme de types.

DEFINITION 8 Soit S un systéme de types. Le méta-ensemble £(3%) des « énoncés sur S » est le plus
petit ensemble qui contient :

o les égalités a = b pour tout type X et tousa € T~ et b e T,
o les énoncés T et L,

e lesénoncés ENF, EV Fet E = F, pourtous E€ et F €€,
e les énoncés Vyex Eet ,cx E, pour tout E € &,

plus toutes les abréviations qu’on voudra bien définir, comme par exemple —FE pour £ = 1, A, cx F
pour pex (EAVyex (Ely/z]) = 2 =y))ou E < F pour (E = F)A(F = E).

On notera F le sous-ensemble de £ qui est obtenu par les mémes principes, avec la seule différence
que F ne contient pas toutes les égalités, mais seulement celles qui sont triviales, c’est-a-dire de la
forme a = a. F sera utilisé dans la définition 14 (page 49).

On ne revient pas sur la question du remplacement de x par a dans un énoncé qui est censée étre
acquise, et on ne parlera plus des abréviations qui sont censées étre replacées par leurs définitions.

Nous définissons ci-dessous l'intelligibilité des énoncés. Nous avons admis plus haut que nous
savons ce que veut dire « intelligible » pour un terme.

DEFINITION 9 L'« intelligibilité » des énoncés est définie comme suit.

e Si les termes a et b sont intelligibles dans le contexte T, il en est de méme de l’égalité a = b.

pour les topos, mais que bien entendu ce genre de calcul a ses limites en matiere de capacité de décision. Ces limites ont
d’ailleurs pour unique cause I'existence de « types infinis » comme le type des entiers naturels.
36. Il n’est pas indispensable de le noter £(S).
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e si E et F sont intelligibles dans le contexte T, il en est de mémede ENF, EV Fet E = F.

e Si E est intelligible dans le contexte I'(x € X), J.ex E et Vocx E sont intelligibles dans le
contexte T

On notera Er l'ensemble des énoncés intelligibles dans le contexte I, et on pose Fr = F N &r.

Il est immédiat (par induction) que si un énoncé est intelligible dans le contexte I, il ’'est aussi dans
le contexte I'(z € X), cette propriété étant déja admise pour les termes. On a donc une «inclusion
canonique » J : &r — Erzex). On notera que pour tout a € 7%, le remplacement E — Ela/x] est
une rétraction pour 7, cest-a-dire que (J(E))[a/z] = E pour tout E € &p :

& [a/z]

Er(zex) &r

1

puisque z n’a pas d’occurrence libre dans F.

A ce stade nous disposons des deux premiers niveaux de notre « maison mathématique ». Il reste
a définir le dernier, celui des démonstrations. Nous n’allons pas le formaliser complétement en ce
sens que nous n’allons pas introduire de notations spécifiques pour les démonstrations, du moins
pas dans ce chapitre. Plus précisément, seul le probléme de I'existence d'une démonstration d'un
énoncé C' (conclusion) a partir d'un énoncé H (hypothése) nous intéresse pour le moment, pas la
fagon de la noter. Le lecteur constatera toutefois qu’il serait facile d’introduire des notations pour
les démonstrations. Il suffit pour cela d'une notation qui permette de reconstituer I« historique »
de la démonstration.

Le fait que C soit démontrable a partir de H, ou C et H sont deux énoncés appartenant a &r, sera
noté :
Hbr C

etlu: « H prouve C dans le contexte I' ». La relation -1 est une relation binaire sur & qu'on appelle
relation de « déductibilité ». On utilisera la notation H Hr C pour signifier que H tr- C et C tr H.

Le contexte est ici indispensable. En effet, il se peut qu'on ait H Fp,cx) C, et quon n’ait pas
H tr C (voir la fin de la section 1.4.5 (page 55)). Par contre, on aura toujours H Fp,cx) C des
lors qu'on a H +r C. Autrement dit, le fait de déclarer une nouvelle variable n’invalide pas les
preuves établies jusque la. Cela peut seulement permettre de prouver des choses qui n’étaient pas
prouvables avant cette déclaration. Il n’est donc pas possible de définir la déductibilité comme une
relation sur £. C’est nécessairement une famille de relations, indexée par les contextes.

La déductibilité est engendrée par des principes généraux qui sont précisés dans la définition ci-
dessous, mais on peut aussi ajouter des axiomes, c’est-a-dire des énoncés qu’on considérera comme
prouvés de facto. Un axiome donné peut d’ailleurs n’étre intelligible que dans un certain contexte.
De plus, on peut introduire des « schémas d’axiomes », c’est-a-dire des procédés qui engendrent
une infinité d’axiomes. C’est le cas par exemple de ’axiome du choix, qui est en réalité un schéma
d’axiomes.

DEFINITION 10 La « déductibilité » est définie comme suit. Les relations Fr (ou - est définie sur
Er) sont les plus petites relations de préordre ayant les propriétés suivantes :

e Ela/z] bra Fla/z] si E Frexia F et a € Tis (croissance du remplacement),

e T p a = a, pour tout type X et pour tout terme a € 7}X,
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e T tr A, pour tout axiome A dans le contexte T,

e T («vrai») et L («faux ») sont respectivement un plus grand et un plus petit élément de Er (on
sait que ceci peut s’exprimer par des adjonctions, voir exercice 14 (page 18)),

e Lapplication diagonale A : & — Er X Er a V pour adjointe a gauche et N\ pour adjointe @
droite,

e Pour tout F € &r, Uapplication de Er vers Er, E +— E A F a pour adjointe a droite U'application
G—F=d,

e Linclusion canonique J : £t — Er(zex) @ zcx pour adjointe & gauche et V,cx pour adjointe
a droite.(3")

La relation de déductibilité dépend bien siir des axiomes qu’on met dans le systéme. Si on n’en met
aucun, la relation de déductibilité est la plus petite possible et elle est dite « structurelle ».(3%)

La facon dont la relation k1 est engendrée, méme si on se limite aux preuves structurelles, c’est-a-
dire en I'absence d’axiomes, mérite quelques commentaires. On voit bien que la définition ci-dessus
est une définition par induction de cette relation, ou plus exactement de toutes les relations - pour
tous les contextes I' simultanément. Une déduction E y F (ou 0 est le contexte vide, c’est-a-dire ne
contenant aucune déclaration) peut résulter de détours par des raisonnements dans des contextes
non vides. Cela n’a rien d’étonnant, puisqu’on sait bien, quand on fait une démonstration, par
exemple en analyse, qu'on commence souvent par des déclarations comme « Soit ¢ > 0, soit xy € R,

.», qui nous permettront de raisonner dans des contextes plus riches que le contexte d’origine.
Il en résulte que la définition de chaque relation Fr tient compte des définitions de toutes les
autres relations pour tous les autres contextes. Globalement, la relation de déductibilité est donc
d’'une extraordinaire complexité, et c’est une des raisons pour lesquelles les mathématiques sont
difficiles.

Malgré cela, il s’agit bien d'une définition récursive. Il n’y a pas, dans le cas des preuves structu-
relles, d’autres paires (E, F') d’énoncés tels que E Fr F' que celles qui résultent de 'application des
reégles ci-dessus. Nous verrons ceci a I’ceuvre plus loin quand il nous faudra démontrer un théoreme
de robustesse, démonstration qui se fera par induction sur la facon dont la relation de déductibilité
est engendrée.

Nous passons maintenant a une petite exploration des conséquences de cette définition. Nous al-
lons vérifier que les adjonctions ci-dessus, éventuellement combinées avec la croissance du rempla-
cement, et bien sir le fait que Fr est une relation de préordre, ne font qu’exprimer notre maniére
naturelle et instinctive de démontrer. Au passage, le lecteur qui connait le calcul des séquents de
Gentzen, reconnaitra une présentation essentiellement équivalente.

Que A : &r x Er — &r soit adjointe a droite de A : & — &r x &, peut s’écrire en calcul des séquents

37. Cette définition du sens des quantificateurs est diie & W. Lawvere.

38. Liappellation « preuve structurelle » n’est pas standard. On dit plutét en général « preuve intuitionniste » ou « preuve
constructive ». Le mot « intuitionniste » a bien stir un poids historique. Il provient de la « philosophie » de Brouwer qui ne
pouvait dans son travail de pionnier prétendre a la rigueur qu’on peut atteindre en exposant une théorie mature. Il est
toutefois malheureux que le terme «intuitionniste » ait été conservé pour désigner des preuves qui sont d'une part nécessai-
rement acceptables par les mathématiciens classiques, puisque tous les moyens qu’elles utilisent font partie de leur arsenal,
et qui d’autre part n’ont en définitive aucun rapport objectif avec une quelconque notion d’intuition. Le mot constructif est
plus approprié. Je préfere de toute fagon les appeler « structurelles » car elles n’utilisent que ce qui est conséquence de la
définition des connecteurs logiques via les adjonctions. Les méthodes de preuves qui ne sont pas conséquences de ces adjonc-
tions sont le tiers exclu, 'axiome du choix,. . . c’est-a-dire les axiomes qui font la différence entre mathématique constructive
et mathématique classique. On peut ajouter I’hypothése du continu a cette liste, et remarquer aussi que ces axiomes sont
tous plus forts les uns que les autres. Laxiome du choix entraine le tiers exclu et I'hypothése du continu entraine I'axiome
du choix.
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simplifié, comme on 1’a vu page 28, comme ceci :

H-E HFF
HFEAF

Autrement dit, pour prouver E A F sous ’hypothése H, il suffit de prouver d’'une part E sous
I'hypothese H et d’autre part F' sous 'hypothése H. Par ailleurs, on a F A F 1 E A F, parce que
la relation Fr est réflexive. Si on utilise maintenant cette regle du bas vers le haut et avec E A F
a la place de H, on voit que EAF +tr E et EAF Fr F sont des séquents valides. Noter que
ces deux derniers séquents ne sont rien d’autres que la co-unité de 'adjonction, qui peut s’écrire
NA(E,F)) < (E,F), ou la relation de préordre < est celle qu'on obtient sur & x &r a partir de Fr
en utilisant la définition de I'exercice 1 (page 15).

La situation est symétrique avec le connecteur V. L'adjonction s’écrit :

H-E KFE
HVKFE

ce qui nous indique que pour utiliser une hypothese de la forme H Vv K pour démontrer ’énoncé
E, on peut se contenter de démontrer d’'une part F sous ’hypothése H, puis recommencer sous
I’hypotheése K. C’est ce qu’on appelle le « raisonnement par disjonction des cas ». La méme astuce
que ci-dessus nous fait utiliser cette regle avec HV K ala place de E. Commeona HV K +r HV K,
onobtient H Fr HV K et K r H V K, et cette fois il s’agit de 'unité de I'adjonction.

Ladjonction qui définit I'implication s’écrit :

HANKFr B
Ht-r K=FE

Ainsi, si on doit démontrer K = E sous ’hypothése H, on peut se contenter de démontrer E sous
I’hypothése H A K. Cette méthode est connue sous le nom de « méthode de ’hypothése auxiliaire ».
L'astuce utilisée précédemment marche toujours bien siir, et en utilisant la régle avec K = EF a la
place de H, on obtient (K = FE) A K tr E, c'est-a-dire le principe « modus ponens », qui est donc la
co-unité de ’adjonction.

Il nous reste a examiner le cas des quantificateurs. Pour tout £ € &r, J(F), qui appartient a
&r(zex), pourra étre noté plus simplement F, ce qui ne créera aucune confusion, mais n’est pas
complétement bénin, comme on va le voir un peu plus bas.(??) Le fait que V,cx soit adjointe a
droite de 7 s’exprime alors par :(*°)

Hbreex) £

HbrVeex E

Une fois de plus cette regle ne fait qu’exprimer, quand on la lit du haut vers le bas, la facon instinc-
tive et naturelle de démontrer un énoncé commencant par un quantificateur universel, a savoir
que pour démontrer V,cy F sous I’hypotheése H, on déclare z € X et on démontre E sous cette
méme hypothése H (mais dans un autre contexte).

39. En effet, le fait de supprimer toute notation pour 7 fait que J commute de facto avec les connecteurs. Par exemple
onaJ(Vyey E) =Vyecy J(F). Au niveau des modéles, J est représenté par une application «image réciproque » qu’'on ne
peut pas ignorer, et cette image réciproque commute avec les opérations qui représentent les connecteurs. Dans le cas des
quantificateurs, il s’agit des «images directes », et la propriété correspondante est appelée « condition de Beck-Chevalley ».

40. Noter qu'on prend bien soin d’indiquer les contextes, ce qui n’est pas fait dans la plupart des textes de présentation
du calcul des séquents, ce qui est souvent troublant pour le lecteur. La méme critique s’applique a la plupart des exposés
du langage interne des topos. Dans I'exposé que nous en faisons dans le chapitre 4, nous prenons bien soin au contraire
de noter toujours les contextes explicitement. Ce niveau de rigueur est de toute fagon nécessaire pour une exploitation
informatique de ces notions, ce qui a été une des motivations principales de ce texte.
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Maintenant, on sait aussi en pratique comment utiliser une hypothese de la forme V,cx E. On
« particularise » (ou on « spécialise ») cette hypothése, c’est-a-dire qu’on utilise F[a/z|, pour un cer-
tain a € X judicieusement choisi, comme nouvelle hypothese.

Ce principe se déduit lui aussi de l'adjonction qui définit le quantificateur universel, ainsi
que de la croissance du remplacement. En effet, la co-unité de cette adjonction nous donne
J(Veex E) Fraex) E, et comme [a/x] : Epex) — Er est croissante et est une rétraction pour
J, on obtient en appliquant ce remplacement : V,.cx E Fr Ela/x].

En calcul des séquents, la régle qui correspond a ce principe est la regle « gauche » pour le quanti-
ficateur universel. Elle peut s’écrire comme ceci avec des séquents simplifiés :

Ela/z] br F
Veex EFp F

Autrement dit, si on peut déduire F' de E[a/z], alors on peut aussi le déduire de V,cx E. Mais bien
str cette régle n’est pas réversible, ce qui est di au fait que le remplacement de = par a constitue
une perte d’information, puisqu’on ne retient que pour a une information valable pour tout x € X.

Les propriétés usuelles du quantificateur existentiel se déduisent de ’adjonction le caractérisant
de facon parfaitement symétrique. Dans ce cas, ’adjonction s’écrit :

Hbreex) £
EleX H |_1" E

Autrement dit, pour démontrer E sous I’hypothése J,cx H, déclarer d’abord =z € X, puis démon-
trer E sous I'hypothese H. C’est bien de cette facon qu'on utilise habituellement une hypothese
d’existence.

De méme, I'unité de I'adjonction nous donne H trcx) J(3zex H). Pour a € X, et comme le
remplacement est croissant et est une rétraction pour 7, on obtient H[a/z] b1 3,cx H, autrement
dit, si on sait exhiber un a satisfaisant H, alors on a prouvé 3,..x H.

EXERCICE 35 Montrer que l’énoncé ,.cx T est structurellement prouvable dans le contexte I'(x €
X).

EXERCICE 36 Montrer que la premiére condition de la définition 10 (page 34) de la déductibilité est
inutile dans le cas o les axiomes sont intelligibles dans le contexte vide, car elle résulte alors des
autres conditions.(*!)

1.3 Premieére exploration des preuves structurelles.

Les principes qui engendrent les preuves structurelles ne permettent pas de démontrer autant
de choses que ce que le mathématicien « classique » peut démontrer. Par exemple, le théoréme des
valeurs intermédiaires requiert I'utilisation du principe du tiers exclu. Il ne peut pas étre démontré
structurellement. De méme, certains objets mathématiques ne peuvent pas étre construits par les
seuls moyens structurels. C’est le cas d’un objet aussi simple que la fonction de Heaviside de R vers

41. Procéder par induction sur le nombre d’étapes de preuve, et faire attention au cas des quantificateurs dont le traite-
ment n’est pas tout a fait évident.
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R. Elle aussi requiert 'utilisation du principe du tiers exclu, les moyens structurels ne permettant
de construire que des fonctions continues de R vers R.(*?)

Malgré cela, les principes structurels de démonstration ont de nombreuses conséquences, et nous
en établissons quelques une ci-dessous. Nous commencons par ce qui n’utilise pas de quantificateur,
autrement-dit par le « calcul des propositions ». Cela nous ameéne a la définition des algébres de
Heyting.

1.3.1 Algebres de Heyting.
On note 1 un ensemble a un seul élément choisi une fois pour toutes.

DEFINITION 11 Une « préalgébre de Heyting » (resp. « algébre de Heyting ») est une collection préor-
donnée (resp. ordonnée) H, telle que :

e Lunique application () : H — 1 a une adjointe a gauche et une adjointe a droite.

e Lapplication diagonale A : H — H x H a une adjointe & gauche notée (x,y) — x V y et une
adjointe & droite notée (x,y) — x A y.

e Pour tout y € H, lapplication © — x Ay a une adjointe a droite, notée z — y = z.

Si H est ordonné (algebre), la relation d’ordre détermine toute la structure sans ambiguité par la
propriété d’unicité des adjointes (exercice 18 (page 19)), et si H est seulement une préalgebre, la
relation de préordre détermine la structure a équivalence pres. En fait, la différence entre algebre
et préalgebre est minime dans la plupart des questions.

Bien sfr, la condition demandant que () : # — 1 ait une adjointe a gauche et une adjointe a droite
signifie que H a (respectivement) un « plus petit élément » et un « plus grand élément », définis a
équivalence pres dans le cas d’'une préalgebre (exercice 14 (page 18)). On notera respectivement |
et T ce plus petit et ce plus grand élément.

Les deux conditions qui suivent demandent que toute préalgebre ou algebre de Heyting ait les
notions de « conjonction », de « disjonction » et d’«implication » ayant les propriétés suivantes (pour
tous z, y et z dans H) :

zxVy<z si et seulement si r<zety<z
z2<zTAy si et seulement si z2<zetz<y
c Ay <z si et seulement si r<y=z

Pour tout x € #H, I’élément =z = | sera noté —x et appelé la « négation » de x. Cette définition
exprime bien la maniére naturelle de démontrer la négation d’'un énoncé, a savoir, en utilisant la
méthode de ’hypotheése auxiliaire, supposer cet énoncé et trouver une contradition (démontrer ).

Dans une algebre de Heyting #, la conjonction A est distributive sur la disjonction V. En effet,
Papplication © — z A a a une adjointe a droite pour tout élément a € H. Il resulte donc de la

42. La fonction de Heaviside est définie par f(z) = 0siz < 0 et f(x) = 1 sinon. Le fait que cette définition fasse usage du
mot «sinon », est le signe qu’elle utilise le principe du tiers exclu. Le mot « sinon » est interdit dans une preuve structurelle.
On notera également que la simplicité n’est ici qu’apparente. En effet, si on peut percevoir comme « simple » une notion telle
que la fonction de Heaviside, il n’en va pas de méme de celle de nombre réel. Le phénoméne dont il est question ici est donc
une conséquence du haut niveau d’abstration de la définition méme des réels. D’ailleurs, mon opinion est que les nombres
qu’on appelle « réels » sont tout ce qu’il y a de plus «irréels ». De nombreux physiciens parmi ceux qui travaillent sur une
théorie de la gravitation quantique ont tendance a considérer que I'univers est « discret » a I'échelle de Planck. Méme les
rationnels sont donc peut-étre une utopie du point de vue de la physique, les « choses réelles » (au sens physique) n’étant
peut-étre pas indéfiniment divisibles.



1.3 Premiere exploration des preuves structurelles. 39

proposition 2 (page 21) que cette application commute aux bornes supérieures, et en particulier
que (zVy)ANa=(zAa)V(yAa).

Il résulte de plus des propriétés des adjointes que A et V sont croissantes par rapport a chacun
de leurs arguments. De méme, y — x = y est croissante comme adjointe. Enfin, x — = = y est
décroissante, car si < 2/, on a pour tout z, 2 Az < z A2’,donc 2 < z = (2 A2'). En remplacant z
par ' = y, on obtient 2’ = y < z = ((2' = y) A2’) <z = y. En particulier, on voit que la négation
est décroissante.

Bien entendu, les méta-ensembles &r de la section 1.2.5 (page 31) sont des préalgebres de Hey-
ting. Par conséquent, étudier les conséquences de la définition des seuls connecteurs du calcul des
propositions revient a étudier les propriétés des préalgebres et algebres de Heyting.

Toutefois, bien que les notations laissent entendre que les éléments des algébres de Heyting s’'in-
terpretent le plus souvent comme des « valeurs de vérité », la notion est de portée plus générale. Par
exemple, 'ensemble des parties d'un ensemble est une algebre de Heyting, et plus généralement :

PROPOSITION 4 Lensemble O(X) des ouverts d’un espace topologique X, ordonné par inclusion, est
une algebre de Heyting.

Bien entendu, la partie vide et la partie pleine, qui sont des ouverts, sont le plus petit et le plus
grand élément de O(X). Une union ou une intersection de deux ouverts est encore un ouvert et on
a:

AcC (BNC) sietseulementsi (AC B)A(ACC)
AUBCC sietseulementsi (ACC)A(BCCO)

ce qui montre que 'intersection et I'union sont bien les adjointes a droite et a4 gauche de 'application
diagonale de O(X). Il reste a construire =-. On doit avoir AN B C C si et seulement si A C B = C.
Il suffit de définir B = C' comme le plus grand ouvert dont I'intersection avec B est contenue dans
C, autrement-dit, B = C est la réunion de tous les ouverts dont I'intersection avec B est contenue
dans C. Noter que cette réunion est un ouvert par définition d’une topologie, et que cet ouvert a
lui-méme la propriété (B = C) N B C C (modus ponens!), puisque tout élément de B = C qui est
dans B est dans au moins un ouvert A tel que AN B C C, et est donc dans C.

Si A est un ouvert tel que AN B C C, alors A est inclus dans B = C par définition de ce dernier.
Réciproquement, si A est inclus dans B = C, I'intersection A N B est contenue dans (B = C) N B,
donc dans C. m

Note : On aurait pu construire = en invoquant la proposition 3 (page 22). En effet, une borne
supérieure existe pour toute famille d’ouverts dans un espace topologique puisque toute réunion
d’ouverts est un ouvert, et 'application A — A N B commute a ces réunions par distributivité de
l'intersection sur la réunion méme infinie.

En pratique, on retiendra que A = B est le plus grand ouvert dont I'intersection avec A est conte-
nue dans B, et en particulier, que —A (c’est-a-dire A = 1) est le plus grand ouvert dont l'intersec-
tion avec A est vide, c’est-a-dire le plus grand ouvert disjoint de A.

Tout espace topologique nous fournit donc une algebre de Heyting. L'un d’entre eux a joué un role
historique en logique. Il s’agit de I'espace de Sierpinski. Cet espace n’a que deux points, disons a et
b, et trois ouverts qui sont {}, {a} et {a,b}. On renommera ces parties de la facon suivante :

e la partie vide {} comme | («faux »),
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e la partie {a} comme p (« peut-étre »),
e la partie pleine {a,b} comme T («vrai»).

On peut établir les « tables de vérité » correspondant a cette «logique », c’est-a-dire les tables des
opérations de 'algebre de Heyting :

AL o T ViL p T =|L p T
1L 1 1 1L o T LT T 7T
pll p p ple o T pl|L T T
T|IL o T TIT T T T|L o T

Les deux premiéres tables sont évidentes, puisque | < p < T et puisque A et V sont respectivement
inf et sup. Pour établir la troisiéme (par convention, la prémisse est dans la colonne de gauche et la
conclusion dans la ligne du haut), il suffit de se souvenir que A = B est le plus grand ouvert dont
I'intersection avec A est contenue dans B.

On peut en déduire les tables de la négation, de la double négation et de la triple négation :

xr v xr - X —
1T 1] 1L LT
ol L | T p| L
T| L T T T L

On remarque que la double négation n’est pas 'identité (la négation n’est pas involutive) et que la
triple négation est identique a la simple négation.

EXERCICE 37 Montrer que dans une préalgébre de Heyting, on a pour tous x et y les relations
suivantes :

o ¢ <

e T ANx~ L

s yYysr=y

e r=y< y=> -

o “x A—y~~—(xVy)

e wV-oy < o(zAy)

o zVy<z=y

o “(zAhy) 2~z =y

e (z=yAN(z=y) ~—z
o i~

o T ~—=(zVx)

Moyen mnémotechnique pour se souvenir des équivalences : ce sont les mémes qu’en arithmétique
quand on note = A y comme zy, x V y comme z + y et x = y comme y”. Par exemple, ’équivalence
-z A=y ~ =(z V y) correspond a z*z¥ = 2“1V (avecici z = L).

EXERCICE 38 Montrer que dans une préalgébre de Heyting, on a pour tous x et y les relations
suivantes :
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o -l ~Tet—-T~1,

o T ~Tet Ll x>l

o ~(xAy) = e Ay,
o —(z =y ~ -z = oy,

EXERCICE 39 Montrer par des exemples que les inégalités opposées a celles des exercices 37 et 38
ne sont pas vraies en général.

EXERCICE 40 Montrer que pour tout x dans une algébre de Heyting H, on a ——x = T si et seulement
si pour tout élément yde H, x Ny = | entraine y = L.

EXERCICE 41 Soit X un ensemble ordonné non vide (on note < la relation d’ordre). L'ensemble
X x X est ordonné par (z,y) < (u,v) si et seulement si x < u et y < v. On suppose que Uapplication
diagonale A : X — X x X, définie par A(x) = (z,z) a une adjointe & gauche V et une adjointe a
droite A.

Montrer que si X est fini et si A est distributif sur V, alors X est une algebre de Heyting.

EXERCICE 42 Montrer que lintervalle [0,1] des réels muni de son ordre usuel est une algébre de
Heyting (avec une implication non continue!). Calculer la négation et la double négation.

DEFINITION 12 Un « morphisme » f : H — G entre préalgébres de Heyting est une application
croissante qui respecte les cing opérations 1, T, A, V et = a équivalence preés, autrement dit, telle
que:

e o
- =
/\Ag\/—\/—\

EXERCICE 43 Montrer que si H et G sont des algébres de Heyting et si f : H — G a une adjointe
a gauche et une adjointe a droite, alors f est un morphisme d’algébres de Heyting dés que f(x) =
f(y) < f(x = y) pour tous z et y de H.

EXERCICE 44 Soient f : E — E une application d’un ensemble vers lui-méme. On considére l’en-
semble H des parties A de E qui sont stables par [ (i.e. telles que f(A) C A). On ordonne H par
la relation d’inclusion. Montrer que H ainsi ordonné est une algebre de Heyting (voir également
Pexercice 51 (page 43)).

EXERCICE 45 (a) Montrer par un exemple que si f : X — Y est une application continue, l'applica-
tion image réciproque f~' : O(Y) — O(X) de 'ensemble des ouverts de Y vers I’ensemble des ouverts
de X n’est pas nécessairement un morphisme d’algébres de Heyting.

(b) Montrer par contre que si f est continue et ouverte, alors f~' est un morphisme d’algébres de
Heyting.
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EXERCICE 46 Une partie S de N telle que V,cs Vyen y < x = y € S est appelée un « segment initial »
de N. Les segments initiaux de N sont clairement (), N et toutes les parties A, = {0,...,n} (pour
n € N). On pose B, = Apy1 — {n} = {0,1,...,n — 1,n + 1}. On appelle T la famille de toutes les
parties de N qui sont des segments initiaux de N ou qui sont de la forme B,,.

(a) Montrer que T est une topologie sur N.

(b) On pose p = Ay. Montrer que tous les éléments de l'algébre de Heyting T (proposition 4 (page
39)) peuvent s’écrire a Uaide des symboles p, 1, \ et =. Dessiner le diagramme de Hasse de l'algébre
de Heyting T («treilli de Rieger-Nishimura »).

On définit U'ensemble F des « formules » comme le plus petit ensemble d’expressions tel que :
e 1, T et psontdans F,
e si Fet Fsontdans F, ENF, EV F et E = F sont dans F,

(—FE n’est qu’une abréviation pour E = 1). On note - la plus petite relation de préordre sur F qui
satisfait Uaxiomatique des algébres de Heyting, c’est-a-dire telle que (pour toutes formules E, F et
G):

e |FEFT,

o EV FF G sietseulementsi E-Get G,
o EFF NG sietseulementsi E- Fet EFG,
o ENFF Gsietseulementsi EFF = G.

Les formules qui apparaissent dans le diagramme de Hasse de la question (b) sont appelées « for-
mules RN ».(43)

(¢) Montrer que deux formules RN FE et F sont telles que E < F dans le diagramme de Hasse de la
question (b), si et seulement si £+ F.

(d) Montrer que pour toute formule E il existe une formule RN e telle que E+eet et E.

(e) Déduire de ce qui précede que pour toute algebre de Heyting H, et pour tout élément a € H, il
existe un et un seul morphisme d’algébres de Heyting f : T — H tel que f(Ao) = a.(**)

EXERCICE 47 Soit X un ensemble. Si T et T’ sont deux topologies sur X, on dit que T’ est « plus
fine » que T si tout ouvert de T est un ouvert de T'. Il s’agit clairement d’une relation d’ordre sur
l’ensemble des topologies sur X. Muni de cet ordre, cet ensemble est-il une algébre de Heyting ?

1.3.2 Algebres de Boole.

DEFINITION 18 Une « préalgébre de Boole » (resp. « algébre de Boole ») est une préalgébre (resp.
algebre) de Heyting H, telle que pour tout x € H :

———r <z

Cette inégalité est appelée « axiome de la double négation ». Un morphisme d’algébres de Boole est
un morphisme d’algébres de Heyting.(*°)

43. Pour « Rieger-Nishimura ».
44. Lalgebre de Heyting 7 est donc l'algébre de Heyting « libre sur un générateur ».
45. Pour la raison qu’il n’y a pas d’opération supplémentaire dans une algébre de Boole.
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On a vu plus haut (exercice 37 (page 40)) que dans toute (pré)algebre de Heyting H, on a z < ——x
pour tout x € H. La condition supplémentaire qui en fait une (pré)algebre de Boole, peut donc
s’écrire ——x ~ x ou méme ——z = x dans le cas d'une algébre.

EXERCICE 48 (a) Montrer que dans toute préalgébre de Boole, pour tout x et tout y :
e r=>yx~—xVy
& Y= X XL =Y
o (zAy)=—-xzV-y

(b) En déduire que pour qu’une application f : B — C entre algébres de Boole soit un morphisme
d’algebres de Boole, il suffit que les opérations 1, V et — soit respectées.

EXERCICE 49 (a) Montrer que pour tout x dans une préalgebre de Boole H, xV —x est un plus grand
élément, autrement dit x V —x ~ T (principe du « tiers exclu »). Montrer réciproquement que toute
préalgébre de Heyting qui vérifie x V —x ~ T pour tout x, est une préalgebre de Boole.

(b) Montrer que dans toute algébre de Boole, la disjonction V est distributive sur la conjonction A.

(¢) Montrer que dans toute algébre de Boole, v = —y si et seulementsixVy=Tetx ANy = L.

EXERCICE 50 Soit H une préalgébre de Heyting qui n’est pas une préalgebre de Boole. Montrer qu’il
existe x € Htel que L # (xV —x) £ T.

EXERCICE 51 Montrer que lalgébre de Heyting H de Uexercice 44 (page 41) est une algébre de Boole
si et seulement pour tout x € E il existe un entier strictement positif k tel que f*(z) = z.

EXERCICE 52 Montrer que l’ensemble ordonné par inclusion des ouverts d’un espace topologique
est une algébre de Boole si et seulement si tous les ouverts sont fermés.

EXEMPLE 1 Nous nous intéressons dans cet exemple & «’algébre de Boole libre sur un ensemble fini ». Si
X est un ensemble, A une partie de X, un élément quelconque = de X ne peut avoir par rapport a A que
I'un des deux statuts suivants : il est dans A (z € A), ou il n’est pas dans A (z ¢ A). Notez qu’il se peut,
suivant la facon dont on choisit A C X, qu’un seul de ces statuts, voire aucun, ne soit possible pour tous les
éléments de X. C’est le cas quand A = ) et quand A = X. On dira (dans cet exemple seulement) qu'une
partie de X est « générique », si tous les statuts sont possibles pour les éléments de X par rapport a A. Les
parties génériques sont bien entendu toutes les parties sauf la partie pleine et la partie vide. Un ensemble
qui a une partie générique A a donc au moins deux éléments distincts. Quand il a exactement deux éléments
(dont 'un est donc dans A et 'autre hors de A), on dira que cette partie A est « strictement générique ». Dans
ce cas, 'ensemble P(X) des parties de X a quatre éléments, qui sont : ), A, =A et X (ou1 nous avons noté
— lopération « complémentaire »), et si B est une algebre de Boole quelconque, et a € B, il existe au plus
un morphisme d’algébres de Boole ¢ : P(X) — B, tel que ¢(A) = a. En effet, on doit nécessairement avoir
p(mA) = —a, (0) = L et p(X) = T. On pourrait vérifier a la main, mais c’est un peu fastidieux, que ¢ est
bien un morphisme d’algebres de Boole. Il est inutile de le faire, car nous allons prouver plus bas un résultat
plus général. P(X) est donc dans ce cas «’algébre de Boole libre sur un générateur » (ici, le générateur est A).

Généralisons maintenant cette situation de la facon suivante. Soit X un ensemble et 7 = {41,...,A,} une
famille finie de parties de X. Un élément = de X ne peut avoir, par rapport & F, qu'un statut parmi 2" statuts
possibles, selon qu’il appartient ou n’appartient pas a chacun des A;. Notez que si A; = A; (avec i # j),
certains statuts parmi les 2" statuts ci-dessus sont identiques. On dira que la famille F est « générique » si 2"
éléments de statuts distincts par rapport a F existent dans X. Dans le cas ot il y a dans X exactement un
élément pour chacun des 2" statuts, on dira que F est « strictement générique ». Dans ce cas bien sir, X a 2"
éléments. On va montrer ci-dessous que P(X) est alors (isomorphe &) l'algebre de Boole libre sur la famille
strictement générique F, c’est-a-dire sur n générateurs.
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Pour aider I'intuition du lecteur, illustrons la situation correspondant
an = 3. La figure ci-contre montre un ensemble X & 2° = 8 éléments,
ainsi qu'une famille strictement générique {A, B,C} de parties de
X. Cet ensemble contient donc 8 singletons, et chacun s’écrit comme
une intersection de trois parties, la premiére étant soit A, soit —A, la
deuxieme soit B, soit —B et la troisieme soit C, soit =C. Par exemple
le point qui se trouve au centre de la figure est I'unique élément du
singleton A N BN C, alors que celui qui est le plus haut sur la figure
est 'unique élément du singleton A N —~B N —C. Par ailleurs, comme
ost fini, toute partie de X est une réunion finie de singletons. Il est donc clair que A, B et C engendrent P(X)
comme algebre de Boole. Il est un peu moins facile de voir qu’ils 'engendrent librement, ce qui sera démontré
ci-dessous.

Remarquons également que 'ensemble X peut étre identifié a ’ensemble des parties de la famille strictement
générique F. En effet, un élément de X est caractérisé par les éléments de 7 auquels il appartient. De manieére
précise, la correspondance bijective ¢ : X — P(F) est donnée par ¢(z) = {A € F |z € A}.

La discussion de cet exemple nous conduit a 'énoncé suivant.

PROPOSITION 5 Soit E un ensemble fini. Lalgébre de Boole libre sur E est P(P(E)) (& isomorphisme
pres). Linclusion des générateurs nn : E — P(P(E)) envoie © € E sur Uultrafiltre trivial en x, c’est-a-
dire que n(x) = {A € P(E) |z € A}.(*®) Pour toute algébre de Boole B et toute application f : E — B,
lunique morphisme d’algébres de Boole v : P(P(E)) — B tel que ¢ on = f est donné, pour toute
famille ® de parties de E, par la formule :

p@) =\ | \ f@)n N\ ~f(@)

Aed \zcA TZA

Noter que les disjonctions et conjonctions indexées de la formule ci-dessus sont finies, et ont donc un sens
dans toute algebre de Boole. Dans toute la démonstration, le complémentaire d'une partie A de F sera notée
—A.

Il s’agit de montrer 1’existence et I'unicité du morphisme d’algebres de Boole ¢, tel que p o n = f.
Notez que le cas ou E est vide est trivial.

Pour toute partie A de E, posons {(A) = {B € P(E) | A C B}. { est alors une application de P(E)
vers P(P(E)) et on a {({z}) = n(x). De plus £ transforme toute union en intersection. Précisément,
pour toute famille ¢ de parties de F, on a &( U A) = ﬂ ¢(A). En effet :

Aco Acd
Be¢(lJ4A) & (JAcB
Aed Aco
<~ VAecp ACB
& Vaes B €¢(4)
& Be ()44
Acd
On doit donc avoir ¢(&(A)) = p(&( U {z})) = ¢( ﬂ n(x)) = /\ f(z). De méme, on peut poser
T€EA €A z€EA

0(A) ={B e P(E)| B C A}. On a alors §(—{z}) = —n(z), et 0 préserve les intersections, c’est-a-dire
que 0( () A) = () 0(A). On a donc p(0(A)) = ¢(0(() ~{z}) = A ¢(O(~{=})) = A —¢(n(x)) =

Acd Acd zg A zg A zg A

46. En fait, il s’agit d'un choix possible pour l'inclusion des générateurs. On peut par exemple composer 7 avec une bijec-
tion de E vers lui-méme. Dans ce cas, bien sir, on devra aussi modifier la formule donnant explicitement ¢, en composant
également f avec cette bijection.
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/\ —f(z). Comme &£(A) N H(A) = {A}, on voit que ¢ est déterminé par f sur les singletons de
T A
P(P(FE)) et qu’on doit avoir :

p({A}) = e o) = A fl@)n N ~f(2)

€A TZA

Comme ¢ doit transformer les réunions en disjonctions, l'unicité de ¢ et la formule de I’énoncé
en découlent. Il reste a voir que cette formule définit bien un morphisme d’algebres de Boole. On a

e =\/(..)=Letp@ud)= \/ (..)=\ (.)v\/ (..)=¢(@)Ve(P), par idempotence,

A€l AePUT Aecd Aev
commutativité et associativité de V. Il reste donc d’apres I'exercice 48 (page 43), question (b), a
montrer que p commute a la négation. Notons ay,...,a, les éléments de E. En developpant la
conjonction :

(fla) vV =fla)) A=A (fan) V = f(an))

qui vaut clairement T, on obtient :
\V N f@) A N\ ~f@)
AeP(P(E)) \z€A zZA
On peut donc écrire, pour toute famille ® de parties de F :
T=V | Ar@rA-r@|v\V [ Ar@a A\ -f@)] =e@ Ve-)
Acd \zeA g A Ac-d \z€A zgA
Il suffit alors pour terminer, d’apres I'exercice 49 (page 43), question (¢), de montrer que :
p(@) np(=@) = \/ [ A f@nr A-r@|r N | AN F@n \-fl@)) =1
Aed \z€A Tg A Ae-® \z€A g A
Or I'expression ci-dessus est égale a :
\V N f@n N\ ~f@na N\ f@n N\ ~f)
(A,B)edx—d \z€A g A z€B «¢B

Pour chaque terme de cette disjonction, on a A # B. Il existe donc un z tel que z € A et © ¢ B, ou
tel que = ¢ A et x € B. Dans chaque cas, on voit que :

A F@ A N\ ~F@n N\ F@n N\ ~fla)=Lm

z€A cZA reB r¢B

EXERCICE 53 Soit B une algébre de Boole. On définit la « différence symétrique » A : B x B — B par
zAy = (z A —y) V (y A ~x). Montrer que A est associative, et que A est distributif sur A.(*7)

EXERCICE 54 (Stone [33) (a) Soit A une algébre de Boole. Montrer qu’en posant, 0 = 1,1 = T,
z+y=xzAy = (xA-y)V (yA—z) (voir Lexercice 53), xy = x Ay, on fait de A un anneau commutatif
unitaire, dans lequel x = x> pour tout .

47. On peut faire cet exercice en calculant naivement, mais on peut aussi le faire en appliquant la proposition 5 avec une
algebre libre sur trois générateurs.
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(b) Montrer réciproquement que si un anneau unitaire A est tel que = = % pour tout x,(*8) alors
c’est une algébre de Boole si on définit l'ordre en demandant que x < y si et seulement si v = xy.

(c) Soient A et B des algébres de Boole. Soit f : A — B une application. Montrer que f est un
morphisme d’algebres de Boole si et seulement si c’est un morphisme d’anneaux unitaires.

1.3.3 Autres conséquences.

EXERCICE 55 Montrer qu’on a structurellement (utiliser la proposition 2 (page 21)) :
e Vuex (EAF)Hr (Vaex E) A (Vaex F)
e diex (EV F)Hr (Jeex E)V (Jzex F)

PROPOSITION 6 Pour tout contexte T, et pour tout élément E de Er (¢ x)(yey), On a structurellement :

dyey Voex Ebr Voex Jyey E

En effet, on a successivement (toujours en ne notant pas les inclusions canoniques 7) :

vwEX E }_F(IEX)(yGY) E (co-unité)
Jyey Vaoex Elrmex) Jyey E (croissance de 3,cy)
Hyey Veex FFr Veex Hyey E (car J - VmeX) |

EXERCICE 56 Montrer qu’on a structurellement :

Weex B br Voex 00E
ElweX _‘_|E |_1" _‘_‘EI:I;EX E

1.4 Modéles.

Les algebres de Heyting sont des « modeles » pour I'interprétation des connecteurs du calcul des
propositions : T, 1, A, V, = et —. Pour pouvoir interpréter les quantificateurs V et 3, une algebre de
Heyting ne suffit pas, car les quantificateurs sont liés aux changements de contexte. Un énoncé de
la forme V,c x F a une variable libre de moins que E. Ces deux énoncés ne s’interprétent donc pas
dans le méme contexte, alors que les énoncés qu’on combine entre eux par les opération du calcul
des propositions s’interpretent tous dans le méme contexte. Il nous faut donc a priori une algéebre
de Heyting par contexte, et les liens (morphismes) qui doivent nécessairement exister entre ces
algebres de Heyting.

1.4.1 Motivations : le modeéle usuel.

On peut dire que I’énoncé 0 < 1 est vrai (disons qu’il s’agit de nombres réels) et que I'énoncé 2 < 1
est faux. Mais que dire de z < 1, quand bien méme on aurait déclaré x € R? Dans I’absolu, c’est-
a-dire indépendamment de x, on ne peut pas dire qu’il est vrai ni qu’il est faux, car il est vrai
pour certaines valeurs de z et faux pour d’autres. On peut donc avoir vis-a-vis de cet énoncé deux
positions différentes :

48. Un tel anneau est dit « booléen ».
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e Une position «relative », ou « contextuelle » qui nous permet de dire que sa valeur de vérité
est vrai ou faux, mais bien entendu, cette valeur dépend implicitement de x. Par exemple, en
logique classique, on raisonnera sur cet énoncé par disjonction des cas, en supposant qu’il est
soit vrai (premier cas) soit faux (deuxiéme cas).

e Une position « absolue » qui nous autoriserait a lui donner une « valeur de vérité absolue »
indépendante de x.

Dans les mathématiques courantes, on adopte toujours le premier point de vue, qui est I'un des
bénéfices de 'utilisation des variables. Mais si on veut comprendre les mécanismes sous-jacents a
cette « technologie des variables », on peut s’intéresser au second point de vue.

Pour définir cette valeur de vérité « absolue », il suffit d’« internaliser » la dépendance en = dans
la valeur de vérité elle-méme, c’est-a-dire de considérer que la valeur de vérité de z < 1 est une
fonction de R vers {T, L}, précisément la fonction z — = < 1.

Il est en fait plus pratique d’interpréter cet énoncé comme la partie de R dont la fonction ci-dessus
est la fonction caractéristique, précisément la partie :

{zeR|z<1}

qui ne dépend pas de x. C’est cette partie de R qu'on appellera ici la « valeur de vérité » ou « inter-
prétation » de I’énoncé = < 1 dans le contexte (z € R). De méme, si un énoncé a deux parametres,
comme ’énoncé = < y, aprés quon ait déclaré x € R et y € R, son interprétation sera une partie de
R x R.

Autrement dit, I'interprétation d'un énoncé non fermé est une partie de 'ensemble des valeurs
que peuvent prendre les parameétres qui apparaissent libres dans cet énoncé. Remarquer que dans
le cas ou I’énoncé est fermé, il s’agit d'une partie du produit cartésien d’aucun ensemble. Un tel
produit cartésien est un singleton, et il a (classiquement) deux parties, la partie pleine qui est la
valeur T et la partie vide qui est la valeur L.

Dans un contexte donné, c’est-a-dire si on ne déclare jamais rien de plus que ce qui est déja déclaré
dans ce contexte, on peut manipuler les énoncés a 1’aide des connecteurs du calcul propositionnel,
a savoir A, V, = et —. Ces connecteurs ont une traduction « ensembliste » sur ’ensemble des va-
leurs que peuvent prendre les parameétres. Par exemple, si E(x) et F(z) sont deux énoncés dans le
contexte (x € X), dont les interprétations respectives sont les parties A et B de X, 'interprétation
de E(x) A F(x) sera I'intersection AN B. De méme, 'interprétation de E(x) V F(x) sera AU B, celle
de E(x) = F(x) sera I'ensemble des éléments de X qui sont dans B ou ne sont pas dans A4, et
linterprétation de la négation —FE(x) sera le complémentaire de A. De plus I’énoncé T représente
la partie pleine et I’énoncé | représente la partie vide. Tout cela est évidemment bien connu et tres
intuitif.

Par ailleurs, 'énoncé = < 1, qui a un sens dans le contexte (z € R), a aussi un sens dans le contexte
(x € R)(y € R). Le fait qu’il ne parle pas de y ne I'empéche pas de définir une partie de R x R,
précisément la suivante :

{(z,y) eRxR|z<1}

On remarque que cette partie est 'image réciproque de { x € R | 2 < 1 } par la projection cano-
nique 7 : R x R — R. L'image réciproque permet donc de recalculer les interprétations en cas
d’agrandissement du contexte. L'image directe, quant a elle, permet de calculer I'interprétation
d’un énoncé existentiellement quantifié. Par exemple, 'énoncé y = 22 s’interprete, dans le contexte
(z € R)(y € R) comme la partie de R x R qui est la parabole d’équation i = 2°. L’énoncé J,cp y = 22,
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TABLE 1.1 — Interprétation « ensembliste » du quantificateur existentiel. La parabole est I'interpré-
tation de y = z° et son image directe par la projection 7, est l'interprétation de 3,cr y = 2.

ne parle plus que de y et a donc une interprétation dans le contexte (y € R). Cette interprétation
est bien entendu l'intervalle [0, +oo[ de R, qui est aussi 'image directe de la parabole par la projec-
tion canonique 75 : R x R — R. Si I'image directe est la traduction « ensembliste » du quantificateur
existentiel, qu'en est-il du quantificateur universel ? En fait, il est lui aussi représenté par une
image directe, qu’on appelle «image directe universelle ». On I'a déja rencontrée dans I'exercice 24
(page 19) sous le nom de f;. C’est & cause de I'existence de cette deuxiéme image directe que I'image
directe usuelle est aussi appelée « image directe existentielle ». L'image directe universelle d'une
partie A de X par lapplication f : X — Y est 'ensemble des éléments de Y dont tous les antécé-
dents par f sont dans A, alors que I'image directe existentielle de A est ’ensemble des éléments de
Y dont au moins un antécédent par f est dans A. On notera que tout point de Y qui est hors de
I'image de f appartient a 'image directe universelle de toute partie A de X, laquelle n’est donc pas
nécessairement incluse dans I'image directe existentielle de A.

Comme on 'a vu dans I'exercice 24 (page 19), 'image directe existentielle et I'image directe univer-
selle sont les adjointes a gauche et a droite de 'image réciproque (f, -+ f~* - fy). Par la suite nous
utiliserons aussi les notations suivantes :

e f~! pour I'image réciproque par f,
e J; pour I'image directe existentielle par f (image directe usuelle, précédemment notée f,),
e V; pour I'image directe universelle par f (précédemment notée f;).

On a donc interprété les énoncés intelligibles dans le contexte I' = (1 € X1) ... (zx € X)) comme
des parties de 'ensemble X; x --- x Xj. Il serait étonnant que le lecteur ait un doute sur le fait
que si on a E b F, alors 'interprétation de F est incluse dans l'interprétation de F. Tout cela a
Pair bien évident, et si c’est vrai, on voit que 'interprétation de tout énoncé £ démontrable dans le
contexte I', c’est-a-dire tel que T 1 E, ne peut étre que la partie pleine de X; x --- x X, puisque
que c’est 'interprétation de T. Autrement dit, tout énoncé démontrable est vrai. C’est la propriété
de «robustesse » du systeme démonstratif.

Pourtant, un minimum de lucidité nous permet de nous rendre compte que cette « évidence » n’est
que le résultat du fait qu’'on a de tout temps admis que ce qui est démontrable est vrai, simplement
parce que tant qu'on ne fait pas de logique, tous les principes métamathématiques ne sont le plus
souvent connus que de notre inconscient. Aprés tout, ce sont les régles du jeu auquel nous jouons
quand nous faisons des mathématiques, reégles que nous n’avons jamais apprises explicitement, et
qui ne sont que des habitudes acquises pour les mathématiciens. Mais si on fait de la logique, on
peut commencer a avoir des doutes, ou tout au moins on peut se demander si ce qu’on a considéré
jusqu’ici comme acquis, ne mérite pas, si possible, une démonstration.
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Nous n’allons pas faire cette démonstration dans le cas du modele usuel. Nous allons la faire ci-
dessous dans une situation beaucoup plus générale. Nous allons donc généraliser I'interprétation
usuelle qui vient d’étre décrite pour les énoncés du calcul des prédicats (c’est-a-dire avec quantifica-
teurs). Bien entendu, on ne va pas se limiter a une interpétation classique. On utilisera donc des al-
gebres de Heyting a la place des ensembles usuels de parties qui sont des algebres de Boole. Chaque
algebre de Heyting correspondra & un contexte. Chaque déclaration sera de la forme (z € X)), mais
il n’est pas nécessaire de supposer que X est un ensemble ou une collection. Il n’est méme pas
nécessaire de supposer qu'on a une notion d’« éléments de X ». D’ailleurs, on verra que le modele
graphique qui est présenté plus loin n’a pas cette notion.

1.4.2 Définition des modéles.

On suppose donc qu’on a une « mathématique », comme décrite dans la section 1.2.5 (page 31).
On définit ici ce qu’'on appelle un « modéle » pour une telle mathématique. Il s’agit bien str d’une
définition possible parmi de nombreuses autres. On verra par exemple au chapitre 4 que les topos
sont aussi des modeles dans un sens différent. On vérifiera plus loin que le « modele usuel » décrit
dans la section 1.4.1 (page 46) donne bien un modele au sens ou on I’entend ici.

On a donc une collection d’objets, X, Y,... qui jouent le réle que jouaient les ensembles dans le
modele usuel. On les appellera des « types ». Un contexte sera donc de la forme :

(1’1 EXl)...((Ek GXk)

ou Xi,..., X sont des types, et ou I'utilisation du signe € est purement conventionnelle, puisqu'on
ne suppose aucune notion d’« élément ». On a également les méta-ensembles 75X (termes de type X)
et &r (énoncés) pour chaque contexte I' et chaque type X, et les - sont des préalgebres de Heyting
pour la relation de déductibilité Fr.

On rappelle que le sous-ensemble Fr de &t a été défini a la suite de la définition 9 (page 33).

DEFINITION 14 Un « modeéle » d’'une mathématique sur un systéeme de types comme décrite dans la
section 1.2.5 (page 31) est une famille d’applications Dr : Fr — Hr, ot les Hr sont des algebres de
Heyting, telles que Dr envoie tout plus grand élément de Er qui appartient a Fr sur le plus grand
élément de Hr.

Les énoncés qui appartiennent a Fr seront dits « interprétables dans le modele ».

Comme on le voit, on demande trés peu de choses pour avoir un modeéle. En fait, on demande deux
choses :

e certains énoncés (les élément de Fr) ont une interprétation,
e tout énoncé interprétable et démontrable est vrai.

En effet, dire que F est un plus grand élément dans &r est dire que T Fr E, autrement dit que F
est démontrable dans le contexte I'. Evidemment, le plus grand élément de Hr (également noté T
comme d’habitude) est (par convention) la valeur de vérité « vrai ».

L'un des usages des modeles est de prouver qu'un énoncé E donné n’est pas démontrable dans un
contexte donné I'. Pour cela il suffit d’étre capable de «calculer » 'interprétation Dr(E) (il faut bien
sir que F soit interprétable dans le modele), et d’étre capable de « vérifier » qu’elle est distincte de
T.
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Il y a des modeles qu’on peut construire tres facilement, mais ils n’ont aucune utilité. En voici deux
exemples :

Modele dégénéré : On peut choisir un ensemble a un seul élément pour chaque #Hr. Les conditions
de la définition sont satisfaites, puisque cet élément unique est le plus grand dans #r. Dans ce
modele, tout énoncé interprétable est vrai qu’il soit démontrable ou non. Bien entendu, ce modele
ne sert a rien.

Modele naif : On choisit pour chaque &r l'algébre de Boole a deux éléments {1, T}, et on définit
Dr en demandant que Dr(FE) soit T si et seulement si E est interprétable et démontrable dans
le contexte I'. Cela fait évidemment un modéle, mais il ne peut pas étre d'une grande utilité. Par
exemple, il ne peut pas servir a prouver qu'un énoncé donné E n’est pas démontrable. En effet, pour
prouver une telle chose, il faudrait étre capable de calculer Dr(F). Or, compte tenu de la définition
de Dr ceci revient a décider si F est ou n’est pas démontrable. On tourne en rond.

Un modele n’est donc utile que s’il est défini par un procédé plus « constructif » que celui utilisé
dans ces deux exemples. Dans la section suivante, nous établissons une méthode générale pour la
construction de modeles «utilisables ».

1.4.3 Modeles de Heyting-Beck-Chevalley.

Ce qui rend la définition des modeles (définition 14 (page 49)) d’'une certaine facon naive, est le
fait qu’elle est exprimée a 'aide de la relation de déductibilité. On demande en effet que les plus
grands éléments pour cette relation soient envoyés sur T par Dr. Pour construire des modeles
intéressants, il faut définir Dr sans se servir de la déductibilité, puis prouver que Dr envoie les plus
grands éléments de £ qui sont dans 7 sur T. Ce resultat s’appelle une propriété de « robustesse ».
Il se démontre par induction sur la facon dont les preuves sont engendrées.

Nous allons associer une algebre de Heyting Hr a chaque contexte I'. On ne demande pas que
Hr = Hrv quand I est une permutation de I'. On demande seulement que Hr et Hy soient « cano-
niquement » isomorphes. Autrement dit, pour toute permutation I'' de I, on a un isomorphisme dit
«canonique » Hr — Hr/, et une composition de deux de ces isomorphismes Hr — Hr/ et Hrr — Hrw
est encore I'isomorphisme canonique Hr — Hr~. Un tel systéeme d’isomorphismes sera dit « cohé-
rent ». Ces isomorphismes canoniques ne seront pas représentés dans les notations. Autrement dit,
on identifie Hr et H/ via I'isomorphisme canonique.

Ceci mérite quand méme une petite explication. On va voir plus loin qu'on a a considérer deux
contextes qui sont identiques a la permutation prés des deux derniéres déclarations :

NzeX)(yeY) et Ny eY)(x € X)

et on aura a considérer une application f : Hr(yex)yey) — Hr(yey) qui n’est normalement dispo-
nible que sous la forme f : Hr(cy)ex) — Hryey). Il est donc clair que notre premier f est en
réalité la composition du second avec I'un de nos isomorphismes canoniques. En fait, le réle véri-
table de ces isomorphismes canoniques est d’étendre automatiquement des applications comme f,
définies sur un Hr donné a tous les Hr/ pour toutes les permutations I’ de I'. Le lecteur vérifera
facilement que tout ceci est cohérent, et que chaque fonction est bien définie.

Afin de forcer I'analogie entre les modeles que nous allons décrire ici et le modele usuel (section
1.4.1 (page 46)), nous noterons Cr ou plus simplement C la relation d’ordre sur ’algebre de Heyting
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Hr. De méme, les opérations de cette algebre seront notées « ensemblistement » :

ANB aulieude AAB
AUB aulieude AV B
B—-—A aulieude A= B

aulieude L

H =

aulieude T

Ces notations laissent entendre que #r est I'« algebre des parties » d'une sorte d’ensemble qu’on
note ici I'. C’est effectivement ce qu’il se passe pour le modeéle usuel, et aussi pour le modele gra-
phique qui est décrit plus loin. Toutefois, il existe des modéles pour lequels cet ensemble I' est
fictif.

DEFINITION 15 Un modéle de « Heyting-Beck-Chevalley »(*?) d’une mathématique sur un systéme
de types telle que définie dans la section 1.2.5 (page 31) est composé des données suivantes :

e Pour chaque contexte I" une algebre de Heyting Hr, et un systéme cohérent d’isomorphismes
canoniques correspondant aux permutation de T'.

e Des morphismes d’algébres de Heyting :
e (z€X) ' :Hr — Hr(zex) («image réciproque »)
e (z=a)"': Hr(zex) — Hr («restriction »; un pour chaque a € %)
tels que (x =a) ' o (z € X)7! = 14,.
e Des applications :
o (x € X), : Hrex) — Hr («image directe existentielle »)
o (v € X); : Hrwex) — Hr («image directe universelle »)

telles que (z € X), 1 (x € X) ™' 4 (v € X);.

Ces donnés doivent de plus rendre commutatifs les diagrammes suivants :

(yey) ™! (yey)~*
Hr@ex) — Hr(zex)(yey) Hr@ex) — Hr(zex)(yey)
(:EGX)_lT T(:L’GX)_l (z_a)_ll l(m’_a)_1
H H H H
r (yGY)71 I‘(yGY) r (yGY)71 F(yEY)
(yey)~* (yey)~!
Hrzex) — Hrzex)yey) Hrzex) — Hrzex)yey)
(Iex)bl J/(a;ex), (xGX)ul i(mGX)u
H H H H
r (yGY)fl F(yGY) r (yGY)71 F(yGY)
(y=b)""' (y=b)~"
Hr@ex) <=—— Hr(zex)(yey) Hr@wex) = Hr@ex)(yey)
(IGX)bl J{(zGX% (IEX)ni i(wEX)u
Hr <——— Hr(yey) Hr Hryey)

(y=b)~"

pour tout b € T .

(y=b)~"

49. 1l fallait trouver un nom pour cette sorte de modele. Celui-ci se justifie assez bien.
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La commutation des quatre derniers diagrammes est appelée « condition de Beck-Chevalley ». On
remarquera que la fleche verticale de droite dans chacun de ces diagrammes cache un isomor-
phisme canonique. On peut résumer ces diagrammes par le slogan : les images réciproques com-
mutent avec tout le monde (y compris elles-mémes) et les restrictions commutent aux images
directes. On remarque également que ce qui est demandé est un peu redondant. En effet, la
commutativité du quatriéme diagramme résulte de celle du troisieme compte tenu du fait que
(zeX),d(ze X)) H(x e X),.

Mais le point important est que cette définition ne parle pas de Dr qu'on va donc devoir définir
pour montrer qu'un modele de Heyting-Beck-Chevalley est un modeéle au sens de la définition 14
(page 49).

Les méta-ensembles d’énoncés Fr ont été définis par une induction globale page 33. L'application
Dr se définit donc par induction. La raison pour laquelle elle est définie sur 71 et non pas sur

&r est qu'on ne sait pas interpréter a priori toutes les égalités. La seule chose qu'on sait faire est
interpréter les égalités triviales. Autrement dit, on pose :

e Dr(a=a)=T

pour tout terme (forme normale)  intelligible dans le contexte I'. Pour le reste, on pose :

e Dr(T)=T

e Dr(l) =

e Dr(E A ) Dr(E)NDr(F)

e Dr(E = F)="Dr(F)—Dr(E)

e Dr(EV F)=Dr(F)UDr(F)

® Dr(drex E) = (z € X),(Drex)(E))

® Dr(Viex E) = (z € X)§(Drex)(E))

Tout cela a l'air assez naif, et ressemble a une simple traduction mot a mot. Cela aurait d’ailleurs
semblé encore plus naif, si on avait choisi les mémes notations au départ et a 'arrivée de Dr, ce
qu'on aurait trés bien pu faire. En réalité, Hr est défini comme on vient de le voir d'une maniére
qui est indépendante de la relation de déductibilité, et se trouve donc étre une algebre de Heyting
sur laquelle nos moyens d’action sont tres différents de ceux dont on dispose sur &r. C’est ce qui va
nous permettre de calculer Dr(E) (pour certains énoncés E) sans faire référence a la déductibilité,
et c’est pour cette raison que ces modeles fourniront des résultats. Ceci va devenir parfaitement
clair un peu plus loin avec le modeéle graphique. C’est bien entendu cette différence qui fait I'utilité
des modeéles.

1.4.4 Robustesse.

On a déja remarqué que le fait de déclarer une nouvelle variable (x € X) dans le contexte I" ne rend
pas mal formées des expressions qui sont bien formées dans le contexte I'. Un énoncé F intelligible
dans le contexte I" 'est donc a fortiori dans le contexte I'(x € X). Bien str, E n’a pas d’occurrence
libre de z, puisque I' ne déclare pas z. En fait, I'interprétation Dr(,cx)(EF) de £ dans le contexte
I'(z € X) se calcule facilement a partir de son interprétation Dr(F) dans le contexte I'. Il en va de
méme de son interprétation apres un remplacement :
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PROPOSITION 7 Soit E un énoncé dans le contexte T, interprétable dans un modeéle de Heyting-
Beck-Chevalley. Alors :

Draex)(E) = (z€X) ' (Dr(E))
Dr(Ela/z]) = (z=a)""(Druex)(E))

pour ce modéle et pour tout a € TE~.

Cette proposition résulte, par une induction sur la structure des énoncés interprétables dans le
modele, du fait que (z € X) ! et (z = a)~' commutent avec les opérations des algébres de Heyting
Hr et des autres conditions de commutation. Rappelons que 'ensemble des énoncés interprétables
dans le modele est le plus petit ensemble qui contient les égalités de la forme a = a et qui est stable
par les connecteurs logiques.
e OnaDruex)(b=b) =T(zeX)=(z€ X)) = (z € X)""(Dr(b = b)). De méme, on a
Dr((b=b)[a/z]) = Dr(bla/z] = bla/z]) =T = (z = a) " (Drzex)(b =1b)). Idem avec T ou L ala
place de b = b.

e On doit montrer que Dr,ex)(E = F) = (z € X) "' (Dr(E = F)).On a Dp(wex)(E = F) =
Dr(zex)(F)—Drex)(E). Par hypothése d’induction, cette implication est (z € X) ™" ( r(F))—
(x € X)"Y(Dr(E)). Comme (z € X)~ ! commute a la différence, c’est encore (z € X)) (Dr(F)—
Dr(E)), cest-a-dire (x € X)"*(Dr(E = F)).

De méme, on a

Dr((E = F)la/))
= Dr(Fla/z] = Fla/x])
Dr(Fla/a]) — Dr(Ela/a])
= (z=0a)" (Drex)(F)) = (z = a) " (Drex)(E))
(par hypothese d’induction)
= (2 =a)" (Druex)(F) — Drex)(E))
= (¢ =0a) " (Druex)(E=F))

On procede de méme pour A et V.

e On doit montrer que Dr,cx)(Vyey E) = (z € X) ' (Dr(Vyey E)). On a Driex)(Vyey E) =
(y € Y)4(Dr(zex)(yey)(F)). Par hypothese d'induction, on a :

~H(Drex)(E))
“H(z € X)7H(Dr(E)))

Drzex)yev)(E) =

Ny e V)" (Dr(E)))

) (
z € X) " (Dryey)(E))

Donc, en utilisant la condition de Beck-Chevalley :

(¥ € Y)3(Drzex)yey)(EF))
= (yeY)((z € X) " (Dryer)(E)))
(z € X)"'((y € Y)§(Dryer(E)))
= (z€X) (Dr(Vyey E))
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De méme :

Dr((Vyey E)la/z])
= Dr((Vyevr Ela/z]))
y € Y)y(Dr(E[a/z]))
Y)i((x = )" (Pr(zex)(E)))
@) ((y € V)§(Prizex)(E)))
z=a)" (Dr(Vyey E))

(
(v e
(z
(

On procéde de méme pour le quantificateur existentiel. B

PROPOSITION 8 Pour tout modeéle de Heyting-Beck-Chevalley, si on a H tr C structurellement,
alors on a Dr(H) C Dr(C).

Autrement dit, I'interprétation est croissante.

La démonstration se fait par induction sur les principes qui engendrent la relation de déductibilité
structurelle H Fr C, qui sont le fait que T Fr a = a, la reflexivité et la transitivité de la relation,
les regles d’adjonction definissant les preuves structurelles (utilisables dans les deux sens), et la
croissance de (z € X) ' et de (z = a)"".

SiTrkra=a,onaDr(a=a)=T,donc Dr(T) C Dr(a = a).
On a bien str Dr(H) C Dr(H).

Supposons que A Fr C ait été obtenu par enchainement de A - B et B b1 C (transitivité de
Fr). Alors on a Dr(A) C Dr(B) et Dr(B) C Dr(C), donc Dr(A) C Dr(C).

Comme Dr(T) = T, on a bien stir Dr(H) C Drp(T).

Comme Dr(L) = 1, on a bien sir Dr(L) C Dr(C).

Si H Fr A A B a été obtenu a partir de H -+ A et H b B, alors on a Dr(H) C Dr(A) et
D[‘(H) C DF(B), donc DF(H) C DF(A) N DF(B) = DF(A AN B)

Réciproquement, si H tr- A et H Fr B ont été obtenus a partir de H -+ A A B, alors on a
D]_“(H) - D]_"(A A B) = DF(A) N DF(B), donc DF(H) C DF(A) et DF(H) - D]_"(B)

Si H br A = B a été obtenu a partir de H A A r B, alors on a Dr(H) N Dr(A4) C Dr(B), donc
DF(H) - DF(B) — DI‘(A) = DF(A = B)

Réciproquement, si H A A br B a été obtenu a partir de H tr A = B, alors on a Dr(H) C
DF(A = B) = DF(B) - DF(A), donc DF(H) N DF(A) C DF(B), donc DF(H A A) C DF(B)

Si HV K btr C a été obtenu a partir de H tr C et K Fr C, alors on a Dr(H) C Dr(C) et
DF(K) C DF(C), donc DF(H V K) = DF(H) UDF(K) C DF(C)

Réciproquement, si H +r C et K Fr C ont été obtenus a partir de H vV K +r C, alors on a
DF(H \Y K) = DF(H) UDF(K) C D[‘(C), donc DF(H) C DF(C) et DF(K) C DF(C)

Si H Fr Vyex C a été obtenu a partir de H Fp(,cx) C, alors on a Dp,ex)(H) C Drex)(C).
Comme H est bien formé dans le contexte I', on a Dr(,cx)(H) = (z € X) ' (Dr(H)). On a donc
Dr(H) C (z € X)3(Drzex)(C)) = Dr(Veex C).

Réciproquement, si H l_F($€X) C' a été obtenu a partir de H Fr V,cx C, alors on a Dp(H) C
Dr(Veex C), donc (z € X) Y (Dr(H)) C (x € X) Y (Dr(Veex C)), puisque (z € X)~! est
croissante. Or on a Dr(,cx)(H) = (z € X)™'(Dr(H)). Par ailleurs, on a Dr(V,ex C) = (z €
X)#(Pr(zex)(0)), done (z € X) ™ (Dr(Voex C)) C Drpex)(0).
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e Si H Fpgex) C a été obtenu a partir de 3,cx H Fr C, alors on a Dr(3,ex H) C Dr(C),
Cest-a-dire (z € X),(Drex)(H)) C Dr(C), ou encore Dr(,cx)(H) C (z € X) ' (Dr(C)) =
DF(J:EX)(C)'

Réciproquement, si J,cx H Fr C a été obtenu a partir de H Frecx) C, alors on a
Drzex)(H) C Drex)(C) = (z € X)"'(Dr(C)). On a done (z € X),(Drex)(H)) C Dr(C),
cest-a-dire Dr(Iex H) C Dr(C).

e Il faut montrer que si F Fr,cx) ' a été obtenu a partir de E Fr I’ par agrandissement du
contexte, alors Dr(,cx)(E) C Dryex)(F). On a Dr(E) C Dr(F), done (z € X) ' (Dr(E)) C
(x € X)~Y(Dr(F)) par croissance de (z € X)~!, d’ou1 le résultat par la proposition 7 (page 52).

e Enfin, il faut montrer que si E[a/z] Fr Fla/x] a été obtenu a partir de £ Fpcx) F par
remplacement, alors Dr(E[a/z]) C Dr(Fla/z]). On a Drex)(£) C Drex)(F), done (z =
a) '"Drex)(E) C (z = a) 'Drex)(F) par croissance de (z = a)~', d'ou le résultat par la
proposition 7 (page 52). B

PROPOSITION 9 (Robustesse) Tout énoncé structurellement prouvable est vrai dans tout modéle de
Heyting-Beck-Chevalley. Autrement dit, tout modéle de Heyting-Beck-Chevalley est un modéle au
sens de la définition 14 (page 49) pourvu que la relation de déductibilité -1 sur Er soit structurelle.

En effet, si E est structurellement prouvable dans le contexte I', ona T br E, donc Dr(T) C Dr(E)
d’apres la proposition précédente, donc Dr(E) =T.m

1.4.5 Le cas du modéle usuel.

Nous revenons sur le « modele usuel » qui a été décrit informellement dans la section 1.4.1 (page
46), et nous montrons qu’il nous donne un modéle de Heyting-Beck-Chevalley.

Pour tout contexte I' = (1 € X;)...(x, € X,,), ou X1,...,X,, sont donc des ensembles, on pose
T = ((1xX;)x...)x X,, et Hr = P(T). Les isomorphismes canoniques Hr — Hr: sont induits
(par image réciproque) par les permutation des facteurs du produit cartésien I’ — T. Il est clair
qu’il s’agit d’'un systéme cohérent d’isomorphismes comme décrit dans la section 1.4.3 (page 50). On
pose (z € X) ' =a7": Hr = Hrexy, aveem : I x X »Tet (z=a) ' =5, 0ols,: T > T x X
est donnée par s,(z) = (z,a), pour tout terme a de type X, représentant '’élément @ de X. On pose
(x € X), = m, et (z € X)y = my, avec encore 7y : I' x X — T. Les conditions de la définition 15
(page 51) sont clairement satisfaites, notamment via les exercices 24 (page 19) et 26 (page 20).

Il en résulte que tout énoncé structurellement prouvable dans le contexte I' est vrai dans le mo-
deéle usuel, et donc que tout énoncé qui n’est pas vrai dans le modéle usuel n’est pas démontrable
structurellement.(®®) Considérons par exemple I’énoncé :

316@ T

qui affirme qu'’il existe un élément dans I'ensemble vide. Si cet énoncé était démontrable structu-
rellement dans le contexte vide, Dy(3,cp T) serait la partie pleine du singleton 1 = ). Or on peut

50. Cette affirmation suppose que la théorie des ensembles n’est pas contradictoire. Toutefois, on peut établir des modeles
analogues au modeéle usuel, par exemple en utilisant des nombres entiers a la place des ensembles, et on ne repose plus sur
cette hypothese. En fait un modele analogue peut étre construit dans le systéme T de Gédel, dont la consistance absolue a
été prouvée par W.W.Tait [35]
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calculer cette interprétation :

Dp(3pcp T) =

= 0

Comme () n’est pas la partie pleine de 1, on voit que 3,cy T n’est pas prouvable structurellement
dans le contexte vide.

Par contre, ce méme énoncé est prouvable dans le contexte (z € ()), comme on I’a vu dans 'exercice
35 (page 37), ce qui signifie tout simplement que dans un contexte qui déclare un élément dans
Iensemble vide, celui-ci n’est plus vide.

1.5 Le modele « graphique ».

Nous décrivons maintenant un modele de Heyting-Beck-Chevalley qui est « exotique » en ce sens
que sa logique n’est pas classique. Sa logique est en effet trivaluée, c’est-a-dire qu’elle a trois va-
leurs de vérité. Il y a bien siir « faux » et « vrai » comme en logique classique, mais il y a une
troisieme valeur qui vient se loger entre les deux autres, et qu'on peut appeler « peut-étre ».

1.5.1 Ensembles et applications graphiques.

Dans le modele usuel décrit dans la section 1.4.1 (page 46), les ensembles sont les ensembles usuels
et les applications entre ensembles les applications usuelles. Autrement dit, pour 'interprétation
dans le modeéle usuel, « ensemble » veut dire « ensemble » et « application » veut dire « application ».

Dans notre modele « graphique », « ensemble » veut dire « graphe ». Un graphe, appelons-le F, est
fait de deux ensembles E, et F;, dont les éléments sont appelés respectivement « sommets » et
« arétes » et de deux applications s : £y — Ey et t : £y — Ey appelées respectivement « source » et
«cible ». On représente généralement un graphe par un dessin comme celui-ci :

ou les points sont les sommets et les fleches les arétes, l'orientation des fleches permettant de
déterminer la source et la cible de chaque aréte.

Une « application » f de FE vers F est alors un morphisme de graphes, c’est-a-dire une application
envoyant chaque sommet de £ sur un sommet de F', et chaque aréte de E sur une aréte de F' en
respectant la source et la cible, c’est-a-dire telle que s(f(z)) = f(s(z)) et t(f(z)) = f(t(x)) pour
toute aréte = de E. Il est clair que les morphismes de graphes peuvent étre composés, et que tout
graphe a un morphisme identique.

Dans le modeéle que nous sommes en train de construire, ce sont les graphes qui jouent le réle des
«types ». Dans toutes les déclarations x € X, qu’elles apparaissent dans un contexte ou dans une
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expression, X est donc un graphe. On remarque, comme on I'a annoncé plus haut, que la notion
d’élément n’a pas de sens pour ces types.

1.5.2 Produits.

Nous aurons besoin de la notion de produit (cartésien) de deux graphes. Elle est définie de la fagon
la plus naive qui soit.(®!) Le produit E x F de deux graphes E et F a pour arétes tous les couples
(u,v) olt u est une aréte de E et v une aréte de F' et pour sommets tous les couples (s,t) ot s est un
sommet de F et ¢t un sommet de F. Si’'aréte u a pour source le sommet s et 'aréte v a pour source
le sommet ¢, alors I'aréte (u,v) a pour source le sommet (s,t). Autrement dit s((u,v)) = (s(u), s(v)).
De méme pour la cible. La « projection canonique » 7y : F X F — E est définie par 7 ((u,v)) = u
pour les arétes et par m1((s,t)) = s pour les sommets. Elle respecte clairement la source et la cible.
On définit similairement la projection canonique 75 : £ X F' — F.

EXERCICE 57 Montrer que si X est un graphe quelconque, f : X — Eet g: X — F deux morphismes
quelconques, alors il existe un unique morphisme (f,g) : X — E x F, tel que m o (f,g) = f et

mo(f,g) =g

Dans le cas des ensembles usuels I'application dont il est question dans I’exercice ci-dessus est
définie par (f,g)(z) = (f(x),g(z)), et de méme dans le cas des graphes, ou z est soit un sommet
soit une aréte. Par ailleurs, on pose f x g = (f o7, g o m2). On vérifie facilement que (f X g)(z,y) =
(f(x),9(y)), que z et y soient des éléments d’ensembles usuels, des sommets ou des arétes.

Un cas particulier important est le « produit de rien » (produit de zéro graphe). Ce produit est
appelé le « singleton canonique » et est noté 1. Il a un seul élément dans le cas du modele usuel, et
il a un sommet avec une aréte dans le cas du modele des graphes. Il est caractérisé dans les deux
cas par le fait que pour tout « ensemble » X il y a une unique application (de la sorte considérée) de
X vers 1.

Soit maintenant I' = (z; € X;)...(z; € Xj) un contexte, ou les X; sont des graphes. On associe a I’
un graphe, noté I, de la facon suivante :

e Le contexte vide s’interpréte comme le singleton canonique 1 (un sommet avec une aréte).

e Le contexte I'(x € X), s’'interpréte comme le produit I' x X.
Autrement dit, ) =1 et'(z € X) =T x X.

Par exemple, on associe au contexte (r € X)(y € Y) le produit (1 xX) x Y et au contexte (z €
X)(y € Y)(z € Z) le produit ((1 xX) x Y) x Z.(5%)

1.5.3 Algebre des parties graphiques.
Nous passons maintenant a la description des algebres de Heyting Hr pour notre modele des
graphes. Hr sera I'« algébre des parties graphiques » de T".

Un «sous-ensemble graphique », ou « partie graphique », ou plus simplement « partie » A d'un
graphe E est simplement un sous-graphe au sens habituel, c’est-a-dire qu’il est constitué d’arétes

51. Ce fait se généralise dans le cas des catégories de préfaisceaux sous la forme du slogan : «les limites se calculent au
dessus de chaque objet »(proposition 38 (page 133)).

52. Le produit n’est pas supposé strictement associatif afin de ne pas créer d’ambiguité sur les projections canoniques 71
et mo.
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et de sommets de F, avec la condition que A doit étre un graphe correct, c’est-a-dire que si une
aréte a est dans le sous-ensemble A, alors s(a) et t(a) doivent y étre aussi.(®®) Par exemple, on
constate que le graphe 1 fait d’'un seul sommet s et d’'une seule aréte a (donc tel que s = s(a) = t(a))
a exactement trois sous-ensembles distincts, qui sont 0, {s} et {s,a}. Par contre {a} n’est pas un
sous-ensemble.

Lensemble des parties (graphiques) d’'un graphe E sera noté Sub(E) et non pas P(E), et ici une
remarque s'impose sur une notion qui jouera un role trés important dans les chapitres qui vont
suivre. Nous venons de définir ce que nous appelons une « partie graphique », ou tout simplement
«partie » d'un graphe. Nous avons donc pour tout graphe F, un « ensemble » des parties de F, mais
pour le moment, cet ensemble n’est pas un graphe. Pour qu’il le soit, il faudrait que certaines parties
soient des arétes et que les autres soient des sommets pour qu’on ait un « ensemble graphique des
parties ». Notre ensemble de parties graphiques n’est donc pas lui-méme graphique, et c’est pour-
quoi on devrait 'appeler un « méta-ensemble ». De fait, du point de vue du modele des graphes c’est
un méta-ensemble, méme si c’est par ailleurs un ensemble ordinaire de la théorie des ensembles. 11
est possible de définir un « ensemble graphique des parties » de E, qui est un authentique graphe
qu’on pourrait noter P(F) et qu’il ne faut donc pas confondre avec le « méta-ensemble des parties
graphiques » que nous notons Sub(E). Nous ne définissons pas P(E) ici, mais on verra au chapitre
4 qu’a chaque objet X d’un topos on peut associer une « algebre de Heyting externe » Sub(X), qui
est ici notre méta-ensemble des parties graphiques et une « algébre de Heyting interne » P(X) qui
serait ici cet « ensemble graphique des parties » que nous n’avons pas construit.( %)

On dira qu'une partie A du graphe E est «incluse » dans une partie B de E, si tous les sommets
et toutes les arétes de A sont dans B. On notera ce fait A C B. Il s’agit clairement d’'une relation
d’ordre entre parties de E, c’est-a-dire d'une relation d’ordre sur Sub(FE).

PROPOSITION 10 Pour tout graphe E, l'ensemble (ordinaire) Sub(FE) des parties de E, muni de
lordre de linclusion est une algébre de Heyting.

En effet, tout graphe F a une « partie pleine », qui est la partie obtenue en prenant toutes les arétes
et tous les sommets de E. C’est bien évidemment une partie graphique de E. Toute partie de E est
incluse dans la partie pleine de E qui est donc le plus grand élément de Sub(E).

Tout graphe a une partie vide, notée (), consistant & ne prendre aucune aréte ni aucun sommet.
Cette partie est incluse dans toute autre partie de E, et est donc le plus petit élément de Sub(E).

Lintersection et la réunion de deux parties A et B de F sont définies de la maniére la plus naive.
AN B contient toutes les arétes et tous les sommets qui sont a la fois dans A et dans B. C’est une
partie de FE, puisque pour toute aréte a,sia € ANB, alorsa € Aeta € B,doncs(a) € Aets(a) € B,
et finalement s(a) € A N B. De méme pour la cible. A U B contient toutes les arétes et tous les
sommets qui sont soit dans A, soit dans B. On vérifie tout aussi facilement que c’est une partie de
E. 11 est clair que l'intersection et I'union sont les opérations inf et sup sur ’ensemble des parties
graphiques de E.

53. Cette définition est imposée par le fait qu’on verra au chapitre 2 que dans une catégorie de la forme Ens® une fleche
est un monomorphisme si et seulement si elle est injective au dessus de chaque objet de C.

54. En anticipant un peu sur les chapitres suivants, on peut citer a titre d’exemple, le cas des G-ensembles et applications
G-equivariantes, ou G est un groupe non trivial. Dans ce « modele », Sub(X) est constitué de toutes les parties de X qui
sont stables par l'action de G, alors que P(X) est constitué de toutes les parties de X, le groupe G agissant dessus par
translation. D’ailleurs, dans le modeéle des graphes que nous présentons ici, on a vu que Sub(1) (qui est un ensemble
ordinaire) a trois éléments, alors que le graphe P(1) a deux sommets et cinq arétes. Il est représenté dans I'exemple 60
(page 287).
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On définit la « différence » B — A de deux parties A et B de £ comme suit. Un sommet s est dans
B — A si et seulement si {s} N A C B, autrement dit s’il est dans B ou n’est pas dans A. Une aréte
a est dans B — A si et seulement si {a,s(a),t(a)} N A C B. B — A est une partie de E. En effet, si
une aréte a est dans B — A, on a {a,s(a),t(a)} N A C B, donc {s(a)} N A C B, donc s(a) € B— A. De
méme pour la cible. Evidemment, cette définition de la différence est ad hoc pour que Y — Y — A
soit adjointe a droitede X — X N A. ®m

Le « complémentaire » d’'une partie A de E est par définition § — A.(?%) Autrement dit, un sommet
est dans le complémentaire de A si et seulement si il n’est pas dans A et une aréte a est dans le
complémentaire de A si et seulement si ni s(a) ni t(a) n’est pas dans A (et alors a n’est pas dans
A). C’est la plus grande partie X de E telle que X N A C (), c’est-a-dire la plus grande partie de £
qui n’a aucune aréte ni aucun sommet en commun avec A. Les parties vide et pleine de £ sont bien
str complémentaires 'une de 'autre, mais il peut exister deux parties distinctes ayant le méme
complémentaire, et une partie n’est pas toujours égale au complémentaire de son complémentaire,
ou encore ’ensemble peut ne pas étre la réunion de 'une de ses parties et de son complémentaire.
Tous ces phénomeénes sont facilement illustrés avec le graphe 1 contenant un seul sommet et une
seule aréte.

Comme on s’en doute, I’'algebre de Heyting des parties d’'un graphe n’est pas en général une algebre
de Boole.

EXERCICE 58 Montrer que l'algébre de Heyting Sub(E) des parties d’un graphe E est une algebre
de Boole si et seulement si E n’a pas d’arétes.

Pour la suite de notre construction, nous avons besoin des notions d’image réciproque et d'images
directes (existentielle et universelle).

Si f : E — F est un morphisme de graphes, et B une partie de F, on définit son «image réciproque »
par f, notée f~'(B) comme I'ensemble des toutes les arétes et sommets que f envoie dans B. Il est
facile de vérifier que c’est une partie de E. En effet, soit « une aréte de f~*(B). Alors f(a) € B, donc
s(f(a)) € B, donc f(s(a)) € B et finalement s(a) € f~*(B). De méme pour la cible.

Si f: E — F est un morphisme de graphes, et si A est une partie de F, on définit '« image directe
existentielle » de A par f, que l'on note 3;(A) comme I'ensemble des arétes et sommets de F' qui ont
au moins un antécédent dans A par f. 3;(A) est une partie de F'. En effet, une aréte de 3;(A) est
de la forme f(a), ol a est une aréte de A. Alors s(a) € A et s(f(a)) = f(s(a)) € 35(A).

Si f: E — F est un morphisme de graphes, et si A est une partie de F, on définit '« image directe
universelle » de A par f, que l'on note V;(A) comme I'ensemble des sommets de F' dont tous les
antécédents par f sont dans A et des arétes a de F' dont tous les antécédents sont dans A de méme
que tous les antécédents de s(a) et t(a). C’est une partie de F’, car pour toute aréte a € V;(A), les
antécédents de s(a) sont dans A, ce qui signifie que s(a) € V(A). De méme pour la cible.

PROPOSITION 11 Pour tout morphisme de graphes f : E — F,on a :
F A Y,

et f~! est un morphisme d’algébres de Heyting.

Supposons que f~*(B) C A. Soit a une aréte de B. Alors s(a) € B, t(a) € B et 'hypotheése f~'(B) C
A entraine que tous les antécédents de a, de s(a) et de t(a) sont dans A. Donc a est dans V;(A).

55. Il s’agit bien de ) — A et non de £ — A.
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Soit maintenant s un sommet de B. Lhypothése f~!(B) C A entraine que tous les antécédents de
s sont dans A, donc que s est dans V;(A).

Réciproquement, supposons que B C V;(A). Soit a une aréte de f~'(B). Alors f(a) est dans B, donc
tous les antécédents de f(a) sont dans A. Comme « en fait partie, elle est dans A. Soit s un sommet
de f~1(B). Alors f(s) est dans B, donc tous les antécédents de f(s) sont dans A. Comme s en fait
partie, s est dans A.

Nous laissons au lecteur de le soin de vérifier 'autre adjonction.

Par ailleurs, on a f~'(B) — f~!(A) C f~*(B — A), pour toutes parties A et B de F. En effet, si z est
un sommet de f~!(B) — f~!(A), alors {2} N f~1(A) c f~!(B), ce qui signifie que f(z) € A entraine
f(z) € B, ou encore que f(x) est dans B — A, donc que z est dans (B — A). Si a est une aréte
de f~1(B) — f~!(A), alors {a,s(a),t(a)} N f*(A) C f1(B), cest-a-dire que ceux parmi a,s(a), t(a)
qui sont dans f!(A) sont dans f~!(B), donc que ceux parmi f(a),s(f(a)),t(f(a)) qui sont dans A
sont dans B, donc que {f(a),s(f(a)),t(f(a))} N A C B, donc que f(a) € B — A et finalement que
a€ f~H(B-A.

Il en résulte, ainsi que de I'exercice 43 (page 41), que f ! est un morphisme d’algebres de Heyting. m

1.5.4 La condition de Beck-Chevalley graphique.

Nous nous préoccupons maintenant de la condition de Beck-Chevalley pour le modele des graphes.
Cette condition exprime la commutation de I'image réciproque avec les images directes et avec les
restrictions. Pour pouvoir traiter ces deux situations en une seule fois, il nous faut la notion de
« carré cartésien graphique ».

DEFINITION 16 Un diagramme de morphismes de graphes :

Y
|
VA

est appelé un « carré cartésien (graphique) » si pour toute aréte (resp. tout sommet) (z,y) de X x Y,

f

tel que f(x) = g(y), il existe une unique aréte (resp. sommet) u de P tel que a(u) = x et B(u) = y.

Il est clair qu'un carré cartésien est commutatif.(?®) Les carrés cartésiens graphiques que nous
aurons a considérer sont les suivants :

(ZxX)xY "> ZxX (ZxX)xY "> ZxX
ﬂlxli lﬂ'l saxlT Tsa
ZxXY ———>17 ZIxXY ——>17

oil a est une aréte quelconque de X telle que s(a) = t(a),(57) et o1 s,(2) = (z,a) pour toute aréte z
de Z, et s,(2) = (z,s(a)) pour tout sommet = de Z.

56. C’est-a-dire que f o @ = g o 3. La définition générale des diagrammes et des diagramme commutatifs sera donnée
dans la section 2.1.2 (page 72).
57. Plus élégamment, a est un morphisme de graphes de 1 vers X.
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EXERCICE 59 Montrer que les deux carrés ci-dessus sont cartésiens.

PROPOSITION 12 (Condition de Beck-Chevalley « externe » pour les graphes) Pour tout carré carté-
sien graphique :

P——Y
|k
X—s7
f
les carrés suivants sont commutatifs :
g1 g1
Sub(P) <—— Sub(Y) Sub(P) <—— Sub(Y)
TR T

Nous traitons le cas de 3, qui est un peu plus facile & cause du fait que la définition de 3; est plus
simple que celle de V;. De fait, dans le cas de 3, on peut traiter les arétes et les sommets de la
méme facon. Le cas de V s’en déduit en passant aux adjointes a droite, en tenant compte du fait que
le symétrique du carré cartésien de I’énoncé par rapport a la diagonale PZ est encore cartésien.(58)

Soit B € Sub(Y). On doit montrer que 3, (3~ (B)) = f~*(3,(B)).
Soit  un sommet ou une aréte de 3, (3 *(B)). Il existe alors p € P tel que a(p) = z et 3(p) € B. On
adonc f(z) = g(B(p)) € 3,(B), donc z € f~(3,(B)).

Réciproquement, si z € f~1(3,(B)), alors f(x) € 3,(B), et il existe y € Y tel que g(y) = f(z). Il
existe donc p € P tel que a(p) = v et B(p) =y.Onaalorsp € 3~ (B) etz € 3,(67'(B)).m

1.5.5 Un modeéle de Heyting-Beck-Chevalley.

Ce qui vient d’étre construit nous fournit un modeéle de Heyting-Beck-Chevalley. Il suffit de poser :
e Hr = Sub(T), pour tout contexte (graphique) T,
o (reX)? :wfl,oﬁm :T'x X —T,
e (z=a)"' =5, 0ous,: T — T x X est défini par s,(z) = (z,a) pour toute aréte » de T, et
sq(2) = (2,8(a )) pour tout sommet z de T
e (z€X),=3,,oum: I xX —T,
o (z€X)y :Vm,oﬁm :T'x X —T.

‘Hr est une algébre de Heyting d’aprés la proposition 10 (page 58). Si I est une permutation de

T, le produit I’ est isomorphe de maniére canonique au produit I. Ces isomorphismes satisfont
clairement la condition de cohérence exigée dans la section 1.4.3 (page 50). La relation (z = a) ™' o
(z € X)~' = 1y, résulte immédiatement de 7 o s, = 1. Les adjonctions (z € X), 4 (z € X)™"'
(z € X)y ont été prouvées par la proposition 11 (page 59). Les six diagrammes commutatifs de la

définition 15 (page 51) résultent de 'exercice 59 (page 61) et de la proposition 12 (page 61).

En conséquence :

58. C’est-a-dire que le travail supplémentaire qu'on aurait a fournir dans le cas de V a déja été fait dans la démonstration
de la proposition 11 (page 59).
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PROPOSITION 13 Tout énoncé structurellement prouvable dans notre mathématique graphique
(C’est-a-dire dans laquelle les « ensembles » sont des graphes et les « applications » des morphismes
de graphes) est vrai dans le modele des graphes. &

1.5.6 Conséquences.

Comme précédemment, on note 1 un graphe ayant un seul sommet et une seule aréte, et 1/2 un
graphe ayant un seul sommet et pas d’aréte. Dans toute cette section, on note P I'énoncé 3,cq/2 T
(bien formé dans le contexte vide, donc dans tout contexte). On utilisera le fait que 1/2 est distinct
de 1.

On va montrer que certains énoncés, qui sont vrais en mathématique classique, ne sont pas consé-
quence des principes qui définissent les preuves structurelles. La méthode est la suivante. Si un
énoncé fermé F est conséquence des seuls principes structurels, il est démontrable dans toute
mathématique, donc en particulier dans notre mathématique graphique. Il suffit donc d’apres la
proposition 13 (page 62) de montrer que l'interprétation Dy(F) de cet énoncé dans le modeéle des
graphes n’est pas la partie pleine de 1 pour montrer qu’il n’est pas structurellement démontrable.

PROPOSITION 14 Le tiers exclu n’est pas structurellement démontrable dans le contexte vide.

Le tiers exclu F V —F est non pas un énoncé, mais un schéma d’énoncés, puisqu’il est paramétré
par I’énoncé E. Toutefois, pour montrer que le tiers exclu ne résulte pas des principes structurels,
il suffit de trouver un énoncé F tel que E V —F ne soit pas vrai. On va voir que ’énoncé P introduit
ci-dessus fait 'affaire.

Linterprétation de 'énoncé P est 'image directe existentielle par 7 : 1 x1/2 — 1 de D(ye1/2)(T),
qui n’est autre que 1 x 1/2. Or cette image directe est 1/2, car 1 x 1/2 contient en tout et pour tout
un unique sommet. L'interprétation de sa négation est le complémentaire de 1/2 dans 1, c’est-a-
dire (). Finalement, l'interprétation de P vV —P est la réunion de 1/2 et de (), c’est-a-dire & nouveau
1/2. Comme 1/2 est distinct de 1, I’énoncé P VV - P n’est pas vrai dans le modele des graphes. B

Par la méme méthode on peut prouver que certains énoncés qui sont classiquement équivalents ne
le sont pas structurellement. On se base sur le fait que si deux énoncés E et F sont structurellement
équivalents dans le contexte I alors Dr(F) = Dr(F') dans le modeéle des graphes.

PROPOSITION 15 Les énoncés E = F et ~E V F ne sont pas structurellement équivalents pour tous
EetF.

En effet, en prenant £ = P et F' = P, £ = F devient P = P dont 'interprétation est 1, alors que
—E V F devient —P V P dont l'interprétation est 1/2. ®

PROPOSITION 16 Les énoncés 3,cx E et —V,cx —E ne sont pas structurellement équivalents pour
tout I et tout X.

En effet, en prenant £ = T et X = 1/2, 3,cx F devient 3,¢;/2 T qui s’'interpréte comme 1/2 et
—Veex —F devient -V cq /2 — T, qui est structurellement équivalent & —V,cq/2 L. Bien entendu, L
s'interpréte comme la partie vide de 1 x 1/2, donc V,¢1/2 L s'interprete comme V, (), avec 7 :
1x1/2 — 1. Comme la source de 'unique aréte de 1 a un antécédent par 7, lequel ne peut pas
étre dans (), on voit que V., (0) = (. En conséquence, l'interprétation de =V,cq/2 ~T est 1. ®
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PROPOSITION 17 Laxiome de la double négation ——F <r E n’est pas structurellement prouvable
pour tout E.

En effet, §’il I'était, on aurait ——(E V —F) <r E V —F et le tiers exclu serait structurellement
prouvable pour tout £ d’apres I'exercice 37 (page 40). ®

PROPOSITION 18 Il y a des énoncés qui ne sont structurellement équivalents & aucune négation.

En effet, si on avait P =p —FE, 1/2 serait le complémentaire d’'une partie de 1, ce qui n’est pas le
cas. m

EXERCICE 60 (Pour le lecteur qui connait les ensembles simpliciaux). Les ensembles simpliciaux
(aussi appelés « semi-simpliciaux ») fournissent un autre modele de Heyting-Beck-Chevalley lui aussi
non classique. Le lecteur constatera que Sub(1), ot 1 = Aq est le « point simplicial », c’est-a-dire
un ensemble simplicial n’ayant qu’un simplexe en chaque dimension, est l'algébre de Boole & deux
éléments, mais que Sub(A1), ot A, est le 1-simplexe standard vu comme un ensemble simplicial
n’est pas une algébre de Boole. Par exemple, le double complémentaire du bord de ce segment n’est
pas le bord du segment, mais le segment tout entier. Un modéle peut donc étre bivalué (Sub(1) n’a
que deux éléments, la partie pleine et la partie vide de 1) sans pour autant étre classique.(5°)

59. En théorie des topos on dit plutét « booléen » que « classique ».
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Chapitre 1. Logique.




Chapitre 2

Behaviorisme.

... the discovery of ideas as general as these is chiefly the
willingness to make a brash or speculative abstraction, in this case
supported by the pleasure of purloining words from the
philosophers : « Category » from Aristotle and Kant, « Functor » from
Carnap (Logische Syntax der Sprache), and « natural
transformation » from the current informal parlance.

Saunders Mac Lane [27]

On peut, a I'aide de ce qu'on appelle un « probleme universel », caractériser la plupart des objets
mathématiques par leur comportement global vis-a-vis des autres objets de la méme sorte. Ce fait,
qui est peut-étre le plus fondamental de la théorie des catégories, justifie le titre de ce chapitre. Une
définition par un probléme universel n’assure pas l’existence de 1'objet qui est défini, mais elle a
toujours un sens, que cet objet existe ou n’existe pas. C’est d’ailleurs ce qui permet éventuellement
de dire qu’il n’existe pas, car avant d’affirmer qu'une chose n’existe pas, il faut quand méme la
définir.

Bien qu’un probléme universel définisse un objet sans le construire, il assure son unicité « a iso-
morphisme canonique pres ». Quand 1'objet défini par le probleme universel existe, il y a le plus
souvent de nombreuses manieéres de le construire, exactement comme il y a de nombreuses ma-
niéres de réaliser un logiciel méme s’il est spécifié sans ambiguité. Lexpression « a isomorphisme
canonique pres » signifie que si on a deux constructions de l'objet, il y a une et une seule ma-
niére de «convertir » 'une en lautre et réciproquement, de méme qu’en informatique, pour deux
manieres différentes d'implémenter les données d’un certain type, il y a un algorithme de conver-
sion d’'une représentation vers I'autre et réciproquement, algorithme dont I'effet est déterminé de
manieére unique. Ces remarques « informatiques » laissent entrevoir que la théorie des catégories
est tout aussi importante dans cette discipline qu’en mathématiques. D’ailleurs, les informaticiens
montrent souvent moins de réticence a utiliser des catégories que les mathématiciens eux-mémes.

Le lecteur désireux d’apprendre un peu d’histoire de la théorie des catégories pourra se reporter
aux notes de fins de chapitres du livre de S. Mac Lane « Categories for the Working Mathematician »
[27], ou du livre de P.T. Johnstone [21], ainsi qu’a 'ouvrage de R. Kromer [24].

65
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2.1 Transformations naturelles.

De nombreux titres étaient possibles pour cette section. Le choix du titre « Transformations natu-
relles » est 1a pour rappeler que cette notion est non seulement la plus importante de cette section,
mais aussi le fait qu'Eilenberg et Mac Lane ont inventé les foncteurs pour pouvoir définir les trans-
formations naturelles et ont inventé les catégories pour pouvoir définir les foncteurs. Le titre de
Particle fondateur de 1945 dans lequel ils introduisent toutes ces notions est d’ailleurs « General
Theory of Natural Equivalences » [14].

Eilenberg et Mac Lane ont publié en 1942 [13] un autre article dans lequel ils définissent les notions de
«foncteur » et d’«isomorphisme naturel » sans parler de catégories. Ceci est rendu possible par le fait qu’ils se
limitent a des foncteurs transformant des groupes en groupes et des morphismes de groupes en morphismes de
groupes. Les catégories de départ et d’arrivée sont ainsi implicites. Notons toutefois qu’Eilenberg et Mac Lane
éprouvent encore en 1942 quelques difficultés a définir la notion de foncteur, pour laquelle ils ne donnent une
définition que dans un cas qu’il appellent « typique » et non pas une définition parfaitement générale (méme
ne concernant que les groupes). A la fin de cet article, ils annoncent qu’il proposeront dans un article futur une
définition plus générale des concepts exposés en les appliquant non pas aux seuls groupes et morphismes de
groupes, mais aux espaces topologiques et aux applications continues, aux espaces de Banach et applications
linéaires continues. Le mot « catégorie » n’est pas encore laché, mais le concept semble mir des 1942.

2.1.1 Catégories et foncteurs.

Les lois de composition internes associatives avec élément neutre, par exemple les différentes
sortes d’additions et de multiplications omniprésentes en mathématiques, definissent toutes une
structure de monoide. Rappelons qu'un monoide (disons multiplicatif) est un ensemble M muni
d’une « multiplication », c’est-a-dire une application M x M — M, (z,y) — xy et d'un élément (dit
«neutre ») 1 € M vérifiant les axiomes :

Veerm YVyem Veem (zy)z = x(yz)

VeeMm rl=1lr==x

La notion de « catégorie » n’est rien d’autre qu'une généralisation de celle de monoide. Chaque
élément est maintenant « typé » a gauche et a droite. Un élément de nom z sera noté “z” pour
indiquer que son «type gauche » est A et que son «type droit » est B. Dés lors, = ne peut étre
multiplié a droite par y que si le type droit de = est le méme que le type gauche de y. Ainsi, le
produit :

AgpBBC

est légal (et ses types gauche et droit sont respectivement A et C), alors que le produit 4z y"”

ne l'est pas si B est distinct de C. C’est comme dans le jeu des dominos, ou la juxtaposition des
dominos joue le réle de la multiplication, et ou les figures (chiffres) jouent le réle des types :

ou encore comme avec un puzzle dont on ne peut assembler les piéces que si leurs bords s’emboitent
correctement. On demande, comme pour les monoides, que la multiplication soit associative :

(AZ‘BByC)CZD _ A{EB(ByCCZD)
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et on demande un élément neutre de chaque type :

A BB1B _ AJAA,B _ A,B

Toutefois, la tradition veut que les catégories soient présentées d’'une autre fagcon, dont il est facile
de vérifier qu'elle est équivalente a la précédente. Un élément “2” de notre monoide typé sera
représenté comme une fleche :

A——=B

Si By© est un autre élément multipliable & gauche par 4z?

suivant :

, on pourra dessiner le « diagramme »

A Y.C

~_ 7

yox

L'habitude est de noter y o = le résultat xy de la multiplication de x par y, et d’appeler cette multi-
plication la « composition ».

Cette maniére d’introduire la définition qui suit, n’a bien entendu rien d’historique. C’est plutét une heu-
ristique, une facon de voir les choses parmi de nombreuses autres possibilités. Certains considéreront par
exemple comme plus pertinent de voir les catégories comme une généralisation de la notion d’ensemble pré-
ordonné que comme une généralisation de celle de monoide.

DEFINITION 17 Une « catégorie » C est la donnée de :

e deux collections(') Ob(C) et F1(C) dont les éléments sont appelés respectivement « objets » et
«fléeches » de C,

e deux applications s : F1(C) — Ob(C) et t : F1(C) — Ob(C) appelées respectivement « source »
et « cible »,

e une application 1: Ob(C) — FI1(C), X — 1x, appelée « identité »,

e une application partielle F1(C) x F1(C) — FL(C), (f,g) — g o f, définie sur les seuls couples
(f,g) tels que t(f) = s(g) (on dit alors que f et g sont « composables »), appelée « composition ».

Ces données sont soumises aux axiomes suivants :
e pour tout objet X, s(1x) =t(lx) =X,
e pour toutes fleches composables f et g, s(go f) =s(f) et t(go f) = t(g),
e pour toute fleche f de source X et de cible Y, 1y o f = folx = f,

e pour toutes fleches f, g et h, telles que les couples (f, g) et (g, h) soient composables, ho(go f) =
(hog)of.

EXEMPLE 2 En mathématiques, on rencontre de nombreuses catégories. Il suffit de considérer une structure
quelconque et les morphismes qui vont avec. Ainsi, on a la catégorie Ens des ensembles et applications,(?) la
catégorie Grp des groupes et homomorphismes de groupes, la catégorie Top des espace topologiques et appli-
cations continues, etc... Mais on a aussi des catégories « moins naturelles », comme les ensembles ordonnés
(voir 'exemple 6 (page 69)), ou comme les monoides eux-mémes, puisque les catégories les généralisent.

1. Qui ne sont donc pas nécessairement des ensembles. Ici, nous nous placons dans le cadre d’une théorie « ensembliste »
qui autorise des collections (ou «classes ») trop « grosses » pour étre des ensembles. On supposera méme l'existence de
« super-collections » pour pouvoir parler de la catégorie des catégories.

2. En réalité, il est abusif de parler de «la » catégorie des ensembles, puisque chaque modele de la théorie des ensembles
(en supposant qu’il en existe au moins un) donne une catégorie des ensembles.
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On peut aussi, si on suppose qu'on a un langage de programmation typé, considérer la catégorie dont les
objets sont les types de données et dont les fleches sont les fonctions (programmes) entre ces type de données.
C’est une catégorie dont la définition précise dépend de ce qu’on entend précisément par type de données et
programmes, mais qui a de toute facon de nombreux points communs avec Ens.

DEFINITION 18 Pour toute catégorie C et tous objets X et Y de C, la sous-collection de F1(C) des
fleches de X vers Y sera notée C(X,Y). Si cette collection est un ensemble pour tous X et Y, la
catégorie C sera dite « localement petite ».

En général, un morphisme est juste une application qui respecte la structure dans le sens le plus
naif, par exemple dans le cas des monoides, qui commute a la multiplication et envoie ’élément
neutre sur I’élément neutre. Cette notion se généralise aisément au cas des catégories, pour les-
quelles elle prend le nom de « foncteur ».

DEFINITION 19 Soient C et D deux catégories. Un « foncteur » F : C — D est la donnée de deux
applications (encore notées I) :

Ob(C) —= Ob(D) F1(C) —~ F1(D)

respectant toute la structure de catégorie, c’est-a-dire telles que :
o F(s(f)) =s(F(f)) et F(t(f)) =t(F(f)), pour toute fleche f de C,
e F(1x) = 1p(x), pour tout objet X de C,
e F(gof)=F(g)o F(f), pour toutes fleches composables f et g de C.

EXEMPLE 3 Les foncteurs sont omniprésents en mathématique de méme qu’en informatique et dans d’autres
disciplines, méme si parfois on n’en prend pas conscience. Historiquement, leur existence a d’abord été recon-
nue en topologie algébrique, et la raison de la nécessité de les introduire vient du fait que la topologie algé-
brique est une « simulation » de la topologie par des moyens algébriques. En topologie algébrique, on associe
un groupe (par exemple) a chaque espace topologique, et ce groupe est censé représenter ’espace topologique
au prix d’une certaine perte d’information. C’est cette perte d’information qui fait la puissance du procédé, car
elle apporte une simplification, simplification d’autant plus importante qu’il y a plus de perte d’information.
I1 faut toutefois ne pas perdre toute I'information pour qu’il reste quelque chose a vérifier du coté algébrique.
Evidemment, ce procédé n’aurait pas été tres utile si les applications continues n’avaient pas subi le méme
sort que les espaces topologiques. Aussi, doit-on associer un morphisme de groupe a chaque application conti-
nue, morphisme qui « simule » Papplication continue de la méme maniére que son groupe source (resp. cible)
simule I'espace topologique source (resp. cible) de cette application continue. La puissance du procédé est
facilement illustrée par 'exemple du groupe fondamental.

On note D* = {z € R® | ||z|| < 1} le disque unité de R* et S' = {z € R* | ||z|| = 1} le «bord » de ce disque
(qui est donc le cercle unité de R?). On veut prouver que le disque ne se rétracte par continuement sur son
bord, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’application continue r : D> — S* telle que r oi = 141, 0t1i : S* — D? est
I'inclusion canonique.

On applique le foncteur « groupe fondamental », noté 71, a ces espaces topologiques et applications continues,
et on trouve bien str 71 (r) o m1 (i) = 1., (s1). Par ailleurs, et c’est 1a évidemment que se situe une bonne partie
du travail, on prouve que 71(S") est isomorphe a Z alors que 71 (D?) est réduit a son élément neutre. Il en
résulte que I'identité de Z se factorise a travers le groupe nul, ce qui est impossible. Le disque ne se rétracte
donc pas continuement sur son bord.

EXEMPLE 4 Certains foncteurs ont I'air complétement triviaux, comme les foncteurs qu’on appelle « fonc-
teurs d’oubli ». Il s’agit par exemple du foncteur de la catégorie des groupes vers celle des ensembles, qui
a chaque groupe associe son ensemble sous-jacent et a chaque morphisme de groupes associe 'application
sous-jacente. On peut penser qu’'un foncteur aussi « trivial » ne sert a rien. Ce n’est pas du tout le cas, a cause
du fait qu’a ce foncteur peuvent étre associés d’autres foncteurs par des moyens standards, par exemple des
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foncteurs adjoints de celui-ci. Le foncteur d’oubli de Grp vers Ens a un adjoint & gauche de Ens vers Grp, qui
associe a chaque ensemble le groupe libre sur cet ensemble. Ce dernier foncteur est loin d’étre trivial et encore
plus loin d’étre inutile. De plus, comme on le verra au chapitre 3, le caractéere algébrique de la structure de
groupe peut étre exprimé par une propriété du foncteur d’oubli cité ci-dessus.

EXEMPLE 5 Les foncteurs n’étant rien d’autre que des morphismes de catégories, on a une « catégorie
des catégories ». Evidemment, de méme qu’on ne peut considérer un ensemble de tous les ensembles sans
prendre quelques précautions, la catégorie des catégories ne peut étre un objet d’elle-méme. On considérera
par exemple la catégorie des « petites catégories », c’est-a-dire des catégories dont la collection des objets et la
collection des fleches sont des ensembles, et cette catégorie ne saurait étre elle-méme petite, ou la catégorie
des « grandes catégories » dont la collection des objets est elle-méme une « trés grande collection » (plus grande
que les collections intervenant dans les catégories qui sont ses objets). D’ailleurs ici, 'adjectif « grand » ne
désigne pas nécessairement une notion liée a la cardinalité. L'essentiel est de signifier que ce qui est « grand »
n’est pas dans la collection de ce qui est « petit », ou méme éventuellement est d'une nature différente, par
exemple méta-mathématique.

EXERCICE 61 Dans les langages de programmation fonctionnelle, on peut le plus souvent définir
des schémas de types. Par exemple, on définit le schéma de type des listes, List(T') qui prend pour
parameétre un type quelconque T. Pour T donné, le type List(T) est le plus petit qui contient la liste
vide [ ] et qui contient pour chaque donnée h € T et chaque liste t € List(T) la liste [h . t] de téte h
et de queue t.(®) Montrer en définissant List(f) : List(T) — List(U) pour toute fonction f : T — U,
que List est un foncteur sur la catégorie des types de données.(*)

EXEMPLE 6 Un ensemble préordonné (définition 1 (page 14)) est une catégorie dont les objets sont les
éléments de 'ensemble et qui a une (et une seule) fleche de 'objet = vers I'objet y si et seulement si z < y.
Réciproquement toute catégorie dont la collection des objets est un ensemble et qui a au plus une fleche
entre deux objets est un ensemble préordonné. Les foncteurs entre ensemble préordonnés, vus comme des
catégories, sont les applications croissantes.

EXEMPLE 7 Soit G un groupe. On appelle « G-ensemble » un ensemble X muni d’une action (4 gauche) du
groupe G.(®) On dit qu'une application f : X — Y entre G-ensembles est « G-équivariante » (ou plus simple-
ment « équivariante ») si elle respecte l'action de G.( 6) Les G-ensembles et les applications G-équivariantes
forment une catégorie.

EXERCICE 62 Soit A un anneau unitaire.(") Montrer qu’en prenant pour objets les éléments de
A, pour fleches de a vers c les couples (a,b) tels que ¢ = ab, et en définissant la composition par
(ab,c) o (a,b) = (a, bc), on obtient une catégorie.

EXERCICE 63 Soit C une catégorie. On définit I« enveloppe de Karoubi » C de C de la facon suivante.
Les objets de C sont les couples (X,p) ou X est un objet de C et p : X — X une fleche telle que
pop=np(®) et une fleche de (X, p) vers (Y, q) est une fleche f de C telle que qo f = f = f o p. Vérifier
qu’avec la composition de C comme composition, C est une catégorie.

DEFINITION 20 Si C est une catégorie, on a une catégorie notée C' , appelée la « catégorie opposée »
de C, qui a les mémes objets et les mémes fleches que C, mais dans laquelle les notions de source et
de cible sont interverties. On a donc :

3. Détail technique : la liste [a . [ ]] sera notée [a], la liste [a . [b. []]] sera notée [a, b], etc. ..

4. On reconnaitra en List(f) une fonction trés bien connue en programmation fonctionnelle. Voir également la section
3.1.2 (page 181)

5. Une «action a gauche » de G sur X est une application (g, z) — gz de G x X vers X, telle que 1z = z et (gh)z = g(hz).

6. Clest-a-dire si f(gx) = gf(x) pour tout g € G et tout = € X.

7. Rappelons qu'un anneau unitaire est un ensemble A muni de deux operations (z,y) — x + y (addition) et (z,y) — zy
(multiplication), et dont deux éléments (non nécessairement distincts) sont notés 0 et 1. L'addition est associative, a 0 pour
élément neutre, et tout élément de A a un opposé. La multiplication est associative et a 1 pour élément neutre. De plus la
multiplication est distributive (des deux cotés) sur 'addition.

8. Une telle fleche est appelée un « projecteur ».
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s(f)=XdansC”" si t(f)=XdansC
f)=XdansC” si s(f)=XdansC

x dans C”" si f=1xdansC

ofdansC” si p=fogdansC

C” est une catégorie qui ne ressemble pas nécessairement &4 C. C* ressemble a C si C est une
catégorie abélienne(®) par exemple, mais un topos (et en particulier la catégorie des ensembles
qui en est un) ne ressemble pas beaucoup a sa catégorie opposée. Un exemple simple de catégorie
(qui n’est pas un topos) présentant une asymétrie est celui de 'ensemble ordonné N (ordonné de la
maniere usuelle). Il a un plus petit élément, mais I’ensemble ordonné opposé n’a pas de plus petit
élément, puisque N lui-méme n’a pas de plus grand élément.

Un foncteur F' : C — D tel que défini par la définition 19 (page 68) est aussi appelé un « foncteur co-
variant », parce qu’il préserve le sens des fleches. Un foncteur qui au contraire renverserait le sens
des fleches est appelé un « foncteur contravariant ». Cette notion n’est bien siir pas utile puisqu’on
dispose de la notion de catégorie opposée. Pour nous, un foncteur contravariant de C vers D est par
convention un foncteur (au sens de la définition 19, c’est-a-dire covariant) de ¢~ vers D.

On aurait pu alternativement définir un foncteur contravariant de C vers D comme un foncteur
de C vers D”. Toutefois, ces deux choix ne sont pas équivalents. En effet, bien que tout foncteur
¢” — D définisse un foncteur C — D", ayant le méme effet que lui aussi bien sur les objets que
sur les fleches, il ne peut s’agir du méme foncteur, simplement parce que C~ n’est pas C et D
n’est pas D. On trouvera d’ailleurs dans la section 4.1.3 (page 205) de bonnes raisons de ne pas les
confondre. Pour un foncteur F de C” vers D, le foncteur correspondant de C vers D sera noté F'
et appelé « foncteur opposé ».

Bien entendu, la catégorie (Cop)op est C. On a donc aussi bien, pour tout foncteur F : C — D, le
foncteur F** : ¢ — D", et pour tout foncteur F : ¢”* — D, le foncteur F*" : C — D.

On notera que si on a une fleche f : X — Y dans C, et un foncteur F : C* — D, on a la fleche f :
Y — X dans C”, donc la fleche F(f) : F(Y) — F(X) dans D et la fleche F™(f) : F”'(X) — F” (V)
dans D”. Ce qui est le plus souvent utile est le fait que les collections :

D(F(X),G(Y)) et DG (), F” (X))
sont égales, pour tous foncteurs F' et G de cible D.

Enfin, certains foncteur sont des « bifoncteurs », comme celui qui envoie une paire (X,Y) d’objets
d’une catégorie C vers 'ensemble C(X,Y). Il est en effet contravariant par rapport a son premier
argument et covariant par rapport au second, puisque pour toute fleche f : X — X', on a une
application :

c(x',v)—L=cix,v)

qui envoie p: X' =Y sur po f: X — Y, et pour toute fleche g : Y — Y’, on a une application :
c(X,y)—L=cx, Y

qui envoie ¢y : X — Y sur go : X — Y’. En fait, on verra (X,Y) — C(X,Y) comme un foncteur de
C”" x C vers Ens, dés qu’on aura défini le produit de deux catégories (section 2.1.8 (page 89)).

Une des caractéristiques de la théorie des catégories est de redéfinir des notions bien connues en
mathématiques « ensemblistes » sans utiliser la notion d’élément. Les définitions ainsi obtenues ont

9. Sujet dont nous ne parlerons pas ici.
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une portée beaucoup plus générale que leurs modéles, et ameénent le plus souvent une unification
de notions qui paraissent sans rapport entre elles quand on s’impose de considérer des éléments.

La premiere et la plus simple de ces généralisations est celle de la notion de bijection. En théorie
des ensembles, une bijection f de F vers F' est une application telle que tout élément de F' ait un
unique antécédent dans E par f. Un exercice tout a fait élémentaire montre que ceci est équivalent
a demander que f ait une application «réciproque », c’est-a-dire qu’il y ait une applicationg : F' — E
telleque go f = 1g et f o g = 1p, Cest-a-dire, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

E
fl e
F g

E
1r ‘f

F

|

Noter que la commutativité de ce diagramme est en fait équivalente a celle de :(1°)

f
—
1ECE\§/F:>1F

Voir plus loin la section 2.1.2 (page 72).

Cette caractérisation des bijections ne fait pas intervenir la notion d’élément, et se généralise donc
de la facon suivante :

DEFINITION 21 Soit C une catégorie. Une fleche f : X — Y de C est un «isomorphisme » s’il existe
une fleche g : Y — X telleque go f =1x et fog=1y.

D’une manieére générale, la fleche g est appelée '« inverse » ou la «réciproque » de f.

Une propriété évidente des foncteurs est qu’il « préservent » les isomorphismes. En effet, soient
f: X >Yetg:Y — X deux fleches dans une catégorie C telles que go f = 1x et fog = 1y,
alors pour tout foncteur F': C — D, on a F'(g) o F'(f) = 1p(x) et F(f) o F'(g) = 1p(y). Par contre, ils
ne les «refletent » pas nécessairement, c’est-a-dire que si F(f) est un isomorphisme, ce n’est pas
nécessairement le cas de f.

EXERCICE 64 Montrer que si une fleche f dans une catégorie C a un inverse, alors cet inverse est
unique et est lui-méme un isomorphisme.

Bien sir, la composition de deux isomorphismes est un isomorphisme, et les fleches identité sont
des isomorphismes. Pour toute catégorie C, on a une « catégorie des isomorphismes de C », qui a les
mémes objets que C. Remarquer qu'un groupe n’est rien d’autre qu'une catégorie a un seul objet
dont toutes les fleches sont des isomorphismes. Voici quelques définitions en rapport avec la notion
d’isomorphisme.

10. 11 s’agit bien str d’une situation tout a fait exceptionnelle.
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DEFINITION 22 Une catégorie dont toutes les fleches sont des isomorphismes est appelée un « grou-
poide ». Un groupoide C est dit « connexe » si deux objets quelconques de C sont isomorphes. Une
catégorie C est dite « squelettique » si tout objet de C n’est isomorphe qu’a lui-méme.

......

lettique puisque deux entiers naturels qui se divisent I'un autre sont égaux. Par contre Z muni
du préordre de la divisibilité n’est pas squelettique, puisque par exemple 2 et —2 sont des objets
isomorphes distincts.

EXERCICE 65 Montrer que dans la catégorie associée a un anneau unitaire A (exercice 62 (page 69))
une fleche (a,b) est un isomorphisme si et seulement si b est inversible dans Uanneau A.

2.1.2 Graphes et diagrammes.

Nous aurons besoin de la notion de « graphe », une notion plus simple que celle de catégorie.

DEFINITION 23 Un graphe G est constitué de deux ensembles Ob(G) (les « objets » de G) et F1(G) (les
« fleches » de G) et de deux applications s,t : F1(G) — Ob(G).

Un « morphisme » I du graphe G vers le graphe G’ est une paire de fonctions F : Ob(G) — Ob(G’) et
F : FI(G) — FI(G') telles que F(s(f)) =s(F(f)) et F(t(f)) = t(F(f)), pour toute fleche f de G.

Il est clair qu'une catégorie est un graphe (quand on oublie une partie de la structure), ou plutot
qu’elle a un « graphe sous-jacent », et donc que cela a un sens de parler de morphisme d’'un graphe
G vers une catégorie C.

DEFINITION 24 Un morphisme de graphe du graphe G vers le graphe sous-jacent a la catégorie C
est appelé un « diagramme » (ou « G-diagramme ») dans la catégorie C.

Une «chaine » de longueur n de source A et de cible B dans un graphe G est une suite
(A, f1,..., fn,B) (n > 0) ou les f; sont des fleches de G, telles que t(f;) = s(f;+1) pour tout
1e{l,...,n—1},s(fi)=Aett(fn) =Bt B=Asin=0):

A h ° ik ...fn71 ° fr B

(les signes e représentent des objets quelconques non nécessairement égaux). Noter qu'une chaine
de longueur 0 ne contient aucune fleche, mais a quand méme un objet source et un objet cible bien
déterminés (qui sont le méme objet).

Une telle chaine de longueur n est appelée un «cycle» sionan > 1 et A = B (une chaine de
longueur 0 n’est donc pas un cycle). Un graphe «acyclique » est un graphe ne contenant aucun
cycle. Deux chaines ¢ = (4, f1,..., fn, B) et ¢ = (4, q1,...,9p, B) de C (c’est-a-dire de méme source
et de méme cible) sont dites « paralleles » :
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Noter que ces deux chaines ne sont pas nécessairement de la méme longueur.

Sic= (A4, f1,..., fn, B) est une chaine dans le graphe sous-jacent a une catégorie C, on pose ¢ =
fno- -0 f10ly,eton appelle ¢ la « valeur » de cette chaine. Noter que pour la chaine ¢ = (A, A) qui
est de longueur 0,onac=14.

DEFINITION 25 Un « G-diagramme commutatif » dans une catégorie C est un morphisme de graphe
D : G — C tel que pour toutes chaines paralléles c et ¢ de G, les fleches € et ¢’ soient égales.

On représentera un diagramme comme son image dans la catégorie cible, en prenant soin de repré-
senter un objet de cette catégorie autant de fois qu’il est 'image d’un objet du graphe. Par exemple,
I'image du graphe :

T
:

par un morphisme de graphe a valeurs dans C pourra étre représentée comme suit :

o<—0

—_—

X
f
\k
P—2sA
N

La commutativité de ce diagramme signifie qu’on a, outre les trivialités comme 1x = 1x, u = u,
aou=aou,etc..., les égalités suivantes :

wop = f
voy =g
aouy = fow

et bien siir les égalités qui en découlent comme couop = Fovoy,ete...

On fera attention au fait que §’il y a des cycles dans le graphe qui définit un diagramme, la com-
mutativité du diagramme peut ne pas avoir I'effet escompté. Par exemple la commutativité du

diagramme :
A 3 I

signifierait 14 = f = fof = fo fo f = ... Un exemple significatif du piége possible est le
diagramme :

@

—_—< =

><<TZ
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En fait, ces deux représentations de diagrammes sous-entendent que leurs graphes sources sont

respectivement :
o —>0 —> 0 e —>0 Q
l J/ i et i l Q
o— >0e— >0 o—> o
La commutativité du second diagramme entraine que 1 = s = s> = s> = ..., ce qui n’est pas le cas

du premier.

Remarquer par ailleurs qu'on n’a pas demandé que le graphe G soit fini. On peut avoir des dia-
grammes (y compris commutatifs) infinis.

EXEMPLE 8 Les collections préordonnées sont juste des catégories dans lequelles tous les diagrammes sont
commutatifs. (')

PROPOSITION 19 Soit G un graphe. Il existe une catégorie G et un morphisme de graphe i : G — G,
tels que pour toute catégorie C et tout morphisme de graphe i) : G — C, il existe un unique foncteur
F:G—Ctelque Foi=1:

Il suffit de poser Ob(G) = Ob(G) et de prendre pour F1(G) toutes les chaines de G. La composition
est définie par la concaténation des chaines :

(nglv"'agpvo)o(Avfla"'vfan) = (Avfla"'7fnagla"'7gpvc)

et les chaines de longueur 0 sont les identités. La source et la cible de (A, f1,..., f,, B) sont A et B.
Il est clair que G est une catégorie. Le morphisme de graphes i : G — G envoie tout sommet de G
sur lui-méme et toute fleche de G sur la chaine de longueur 1 constituée de cette seule fleche. Par
ailleurs F envoie tout objet X de G (donc de G), sur /(X), et toute fleche de G, qui est une chaine de
G, sur la valeur de la chaine image par ¢ (dans le graphe sous-jacent a C). Cela fait clairement de F’
un foncteur tel que F o4 = ¢. Llunicité de F résulte du fait que toute chaine est la concaténation de
chaines de longueur 1 (éventuellement zéro chaines de longueur 1) et que les chaines de longueur
1 sont toutes dans I'image de ;. B

G est appelée la « catégorie libre sur le graphe G». i : G — G est appelé I'«inclusion canonique »
(ou «insertion des générateurs »). La proposition montre en particulier que tout diagramme G — C
peut &tre vu comme un foncteur G — C.

2.1.3 Comma-catégories.

Méme si on n’en utilise que rarement le cas le plus général, on utilise souvent des cas particuliers
de la notion de « comma-catégorie », cas particuliers d’aspects assez différents, au point que si I'on
n’est pas prévenu, le fait qu’ils soient tous des cas particuliers d'un méme concept ne saute pas
nécessairement aux yeux. Introduire la notion générale permet évidemment d’éviter de multiplier
le nombre de démonstrations.

11. J’ai trouvé cette définition des ensembles préordonnées dans Burroni [9].
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DEFINITION 26 Soient des foncteurs c—LoD< £ de méme cible. La « comma-catégorie »
F/G('%) a pour objets les fleches de D de la forme f : F(X) — G(Y),('®) et pour morphismes de
f:F(X)—> GY)versg: F(U) = G(V) les couples de fleches (¢ : X — U,¢p : Y — V) tels que le
diagramme :

F(X)——=G(Y)

F(«P)l \LGW)

F(U) ——G(V)

soit commutatif. La composition est donnée par (p,v) o (¢',¢') = (@ o ¢, o )') et Uidentité de
f:F(X)— G(Y) est le couple (1x,1y).

Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une catégorie.
EXEMPLE 9 Voici les cas particuliers de cette notion que nous utiliserons par la suite.

e Le foncteur F est le foncteur identité de C et le foncteur G : 1 — C est le foncteur qui envoie I'unique
objet de 1 sur un objet donné A. La comma-catégorie est dans ce cas notée C/A et appelée une « catégorie
relative ».( ') Les objets de C/A sont donc les fleches de C de cible A et les fleches de C/Ade f: X — A
vers g : Y — A sont les fleches ¢ : X — Y de C telles que f = g o ¢. Pour éviter les confusions,( 15)
il est souvent utile de différencier une fleche f : X — A de C de l'objet qu’elle représente dans C/A.
On pourra utiliser la notation (f) ou (f)x pour f vu comme un objet de C/A. Il est également utile de
noter [¢] la fleche ¢ de C quand elle est vue somme une fleche de C/A. Les deux diagrammes ci-dessous
représentent donc la méme chose vue dans C et vue dans C/A :

X— % vy

A
e Lune des deux catégories C ou € est 1. Si C = 1, la comma-catégorie F//G est notée X/G, ou X est 'objet
de D qui est I'image par F' de l'unique objet de 1. Les objets de X/G sont donc les fleches de la forme

X — G(Y) et dont les morphismes de X — G(Y') vers X — G(Z) sont les fleches f : Y — Z de D telles
que le triangle :

[eo]

(f) —=(9)

X —GY)
\ /G<f>
G(Z)

soit commutatif. De méme, si £ = 1, la comma-catégorie F/G est notée F'/X, ou X est 'image par G
de I'unique objet de 1. Les objets de F//X sont les fleches de la forme F(Y) — X et les morphismes de
F(Y) — X vers F(Z) — X sont les fleches f : Y — Z telles que le triangle :

FY)— = X
>/
F(Z)

12. Mac Lane [27] utilise la notation (F' | G) et signale la notation (F, G) qui semble étre historiquement la premieére et
qui explique le nom donné a ces catégories.

13. Pour étre précis, on devrait plutot parler de triplets (X,Y, f : FI(X) — G(Y)).

14. En Anglais : «slice category ».

15. Lexpérience montre que la manipulation des objets et des fleches des catégories relatives est parfois trés em-
brouillante. Aussi ces précautions sont-elles utiles. On s’en apercevra surtout dans les sections 2.3.7 (page 168) et 4.1.8
(page 217).

soit commutatif.
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e Les deux foncteurs F' et G sont le foncteur identité de C. La comma-catégorie est alors C/C. Un objet
dans cette catégorie est juste une fleche de C, aussi cette catégorie est-elle aussi appelée « catégorie
des fleches de C ». Une fleche (p,9) de f : X — Y vers g : U — V dans cette catégorie est un carré
commutatif :

f

——Y

X
wl ®
U

- SV
g

Il est clair par ailleurs, que pour toute paire de foncteurs C —F.p<C ¢ de méme cible, on a des
«foncteurs d’oubli» U : F/G — CetV : F/G — &, définis par U(F(X) — G(Y)) = X, V(F(X) —
G(Y)) =Y, U((p.¥)) = p et V((p, 1)) = .

2.1.4 Transformations naturelles.

Si on se donne deux foncteurs « paralleles », c’est-a-dire de méme source et de méme cible :

-
G

on obtient pour chaque objet X de C, deux objets F/(X) et G(X) de D. Ces deux objets peuvent
éventuellement étre la source et la cible d’'une fleche de D (notée ¢ x ci-dessous) :

, > F(X)
) -
X : lwx
e G(X)
|
C \ D
|

Ceci pouvant éventuellement étre fait pour tous les objets de C, on peut considérer une famille de
fleches px : F(X) — G(X) indexée par la collection Ob(C) des objets de C. Une telle famille peut
étre appelée une «transformation » de F' vers G.

De nombreux exemples vont montrer qu’il est « naturel » d’'imposer a toutes les fleches d’une trans-
formation une condition de cohérence globale. En effet, jusqu’ici on a ignoré les fleches de C, mais
si on considere une fleche f : X — Y de C, on obtient un carré de fleches dans D :

‘ = F(Y)
L v pm T i
X/ : x| G(Y)
§ § : s (x) TG
c l D
|

La « condition de cohérence globale » consiste & demander que ce carré soit commutatif pour toute
fleche f de C.
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DEFINITION 27 Soient F,G : C — D deux foncteurs paralléles. Une « transformation naturelle »
¢ : F' = G est une application ¢ : Ob(C) — F1(D) telle que :

py o F(f) = G(f) o px

pour toute fleche f : X — Y de C. La collection des transformations naturelles de F vers G sera notée
Nat(F,G) (ou D(F,G)).

Si ¢ : I — G est une transformation naturelle entre deux foncteurs F, G : C — D il est d'usage de
représenter ¢ dans les diagrammes par une double fleche :

F

¢~ 1y oD
\_/
G

signifiant ainsi qu'une transformation naturelle est un objet de « dimension 2 » (une « surface »)
quand on consideére les catégories comme des objets de « dimension 0 » (des « points ») et les fonc-
teurs comme des objets de « dimension 1 » (des «lignes »).

Noter que si ¢ : F — G est une transformation naturelle, ou F' et G sont des foncteurs de C vers
D, on peut parler de «la source de la source de ¢ », qui n’est autre que la source de F', c’est-a-dire
C. Cest d’ailleurs aussi bien la source de la cible de ¢ (diagramme ci-dessus). La catégorie C sera
appelée la « seconde source » de ¢. De méme, la catégorie D sera appelée la « seconde cible » de .

EXEMPLE 10 Soit C la catégorie des paires (X, A) ou X est un ensemble et A un sous-ensemble de X. Une

fleche de (X, A) vers (Y, B) est une application f : X — Y/, telle que f(A) C B. On pose F((X,A)) = A et
G((X, A)) = X. Pour toute fleche f : (X, A) — (Y, B), F(f) est la restriction de f a A et G(f) est f.

Il n’y a aucune transformation naturelle de G vers F. En effet, §’il y en avait une on aurait une fleche X — ()
dans le cas de la paire (X, (), ce qui est impossible si X est non vide. Dans l'autre sens, on a une et une
seule transformation naturelle. En effet, soit ¢ : F' — G une transformation naturelle. Soit (X, A) une paire
quelconque, et z € A. Notons f : (1,1) — (X, A) la fleche qui envoie * sur z. On a le diagramme commutatif

suivant :
1 1
F(f)k ‘/G(f)
A

—_—= X
P(X,A)

En suivant le parcours de x € 1, on voit que ¢(x,4)(z) = z, et donc que ¢ x, 4y ne peut étre que I'inclusion

canonique de A dans X.

$(1,1)
_—

EXERCICE 66 Soit C la catégorie dont les objets sont les paires (X, R), o X est un ensemble et R
une relation d’équivalence sur X. Une fleche de (X, R) vers (Y, S) est une application f : X — Y,
telle que Vycx Vyex xRy = f(2)Sf(y). On pose F((X,R)) = X et G((X,R)) = X/R (quotient de X
par R). Compléter les définitions de F et G pour en faire des foncteurs de C vers Ens et déterminer
toutes les transformations naturelles de F vers G et de G vers F.

EXERCICE 67 Soient f,g : G — H deux morphismes de groupes, qu’on peut voir comme des fonc-
teurs entre les catégories G et H (G et H sont des catégories parce que ce sont des monoides). Montrer
que pour tout élément h € H, e — h (ou e est l'unique objet de G) est une transformation naturelle
de f vers g si et seulement si V,cq g(x) = hf(z)h ™.
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EXERCICE 68 Soit Graph la catégorie des graphes, et G le foncteur qui envoie tout graphe sur le
graphe opposé, et tout morphisme de graphe sur lui-méme (on vérifiera que c’est bien un foncteur).
Montrer qu’il n’existe aucune transformation naturelle de 1 vers G.

EXERCICE 69 On note ® : Ens — Ens le foncteur qui envoie tout ensemble X sur l'ensemble X x X,
et toute application f : X — Y sur Uapplication f x f: X x X =Y x Y.('®) On note I : Ens — Ens
le foncteur identité de Ens.

(a) Montrer qu’il existe une et une seule transformation naturelle I — ®.

(b) Montrer qu’il existe exactement deux transformations naturelles (distinctes) ® — I.

EXERCICE 70 Soit I un ensemble. Soit F le foncteur identité de Ens, et G : Ens — Ens le foncteur
X X

défini par X — 1Y) et pour toute fonction f : X — Y par f — (IY") 3 @) = ((IY 3 9) = p(hof))).

Trouver toutes les transformations naturelles de F vers G et de G vers F.

EXERCICE 71 Pour tout entier naturel p, soit I}, : Ens — Ens le foncteur qui envoie 'ensemble X
sur X? (produit cartésien de p exemplaires de X), et lapplication f : X — Y sur Fy(f) = f* =
fx--xf: XP — YP. Pour tous entiers naturels p et q, déterminer toutes les transformations
naturelles de F, vers F,.

EXERCICE 72 Soit C une catégorie qui a un objet final 1. On note I le foncteur C — Ens défini par
D(X) =C(1, X) sur les objets et T'(f) = f. sur les fleches.

(a) Montrer que la comma-catégorie Ens /T a un objet final (qu’on notera 1).
On note ® : Ens /T' — Ens le foncteur d’oubli.

(b) Montrer que le foncteur ® est naturellement isomorphe au foncteur défini sur les objets par
¢ — (Ens /T")(1,() et sur les fleches par X — A..

EXEMPLE 11 Nous avons vu avec 'exemple 10 (page 77) que la contrainte de naturalité imposée & une
transformation est parfois assez forte pour ne laisser la place qu’a tres peu de possibilités. Un exemple plus
intéressant est celui du « théoréme des modeles acycliques » dans lequel la naturalité d'une transformation
joue le role principal. Nous donnons ci-dessous un énoncé et une démonstration de ce théoréme de topologie
algébrique, qui heureusement ne nécessite pas beaucoup de préliminaires.

On pose A, = {(zo,...,2zn) € [0,1]"" | Zml = 1}. Comme sous-ensemble fermé de [0,1]""", A,, est un

i=0

espace topologique compact, qu’on appelle le « n-simplexe affine standard ». Ay est réduit & un point, A;
est un segment (homéomorphe a [0, 1]), A2 est un triangle, Az est un tétraeédre, etc... Si X est un espace
topologique quelconque, une application continue de A,, vers X est appelée un « n-simplexe singulier de X »,
et ’ensemble des n-simplexes singuliers de X est noté S, (X). On choisit un anneau unitaire commutatif A
(par exemple Z), et on note C,(X) le A-module libre de base S, (X), base qu’on appellera la «base canonique »
de C,(X), qui est appelé le module des «n-chaines singuliéres de X ».( 7y En fait, C, est un foncteur de
Top vers la catégorie des A-modules. En effet, toute application continue f : X — Y induit une application
Sn(f) : Sn(X) — Sn(Y) par composition (f.(z) = f o x), application qui s’étend de maniére unique en une
application linéaire C,,(f) : C,,(X) — Cn(Y). Lhabitude est d’écrire f. au lieu de C\,(f). On vérifie facilement
que C,, est un foncteur.

Examinons maintenant ce qu’entraine la contrainte de naturalité d'une transformation naturelle ¢ de C,,
vers un foncteur G. Donnons-nous un n-simplexe singulier z dans un espace topologique X, c’est-a-dire une

16. Définie par (f x f)(z,2") = (f(z), f(z"))
17. Notion introduite par Samuel Eilenberg.
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application continue z : A,, — X. L'espace topologique A,, a quant a lui un n-simplexe tout a fait particulier
qui est l'application identique de e, : A, — A,. Comme z.(e,) = z 0 e, = z, on voit que tout n-simplexe
de X est 'image du n-simplexe e, par une application de la forme C,(?), & savoir z. dans le cas présent. La
naturalité de ¢, exprimée sur la fleche z : A,, — X donne le carré commutatif :

PAp

Cn(An) —= G(Ay)

rl lc(z)

Cn(X) — G(X)
qui montre que ¢x(z) = px(z«(en)) = G(z)(pa, (en)), et donc que le choix de I'élément pa, (en) € G(A,)
détermine p(z) pour tous les z qui sont des vecteurs de la base canonique de C,, (X) et ceci quelque soit 'espace
topologique X. Lélément pa, (en) € G(A,) détermine donc a lui tout seul la transformation naturelle ¢ dans
son ensemble. Autrement-dit, I’application ¢ — ¢a,, (e,) de Nat(C,, G) vers G(A,) est injective.

Elle est aussi surjective. En effet, donnons-nous un élément v € G(A,,). Pour chaque espace topologique X et
chaque vecteur x de la base canonique de C,,(X) on pose ¢ x (z) = G(z)(7), et on prolonge ¢ x par linéarité. La
naturalité de la transformation ainsi obtenue se vérifie facilement. En effet, si f : X — Y est une application
continue, on a pour tout vecteur = de la base canonique de C,,(X), oy (f«(z)) = py(foz) = G(fox)(en) =

G(N)(G(z)(en)) = G(f)(px ().

Le foncteur C,, a donc la propriété remarquable d’étre «libre » dans un certain sens sur une base a un seul
vecteur. Plus précisément, on dit que le foncteur C), est libre sur le « modele » (A, e,). Plus généralement,
un foncteur F de C vers une catégorie de modules est dit «libre sur la famille de modeéles (M;, e;)icr » (o2
e; € F(M;)), si pour tout objet X de C, la famille des F(f)(e;) € F(X), indexée par tous les couples('®) (i, f)
tels que 1 € I et f € C(M;,X), est une base du module F(X). En fait, cette condition dit non seulement
que tous les modules F(X) sont libres mais qu’ils sont munis chacun d'une base d'une maniére hautement
cohérente.

Pour mettre ceci en application, il nous faut quelques notions sur le complexe des chaines singulieres. L'unique
point (xo,...,xn) de A, tel que z; = 1 (ce qui implique z; = 0 pour j # 7) est appelé le M sommet de A,,.
Pour tout ¢ € {0,...,n + 1}, il existe une unique application affine( 19y §; : A = An41 envoyant les sommets
de A, injectivement sur ceux de A, 11 dans l'ordre croissant en évitant le °M€ sommet de A 41, Cest-a-dire,
telle que :

0:;(0)=0,..., (Si(i—l)zi—l, 5L(1)22+1,, di(n)=n+1.
Lapplication §; : A,, — A, 41 induit une application d; : Sn+1(X) — S»(X) (sa « transposée ») par composition
(d;(z) = x0d;),laquelle s’étend de maniére unique en une application linéaire d; : Cr41(X) — C,(X), appelée
«opérateur de i'"“™° face », dont on vérifie facilement qu’il est une transformation naturelle du foncteur C,, 1
vers le foncteur C,,. On définit 'opérateur « bord » 9 : Cy,11(X) — Cr(X) par la formule :

9= Xn: (—1)%d;

et il est bien sir lui aussi naturel en X. On définit pour finir 'application linéaire € : Co(X) — A, appelée
«augmentation », en envoyant tous les éléments de Sy(X) sur 1. La séquence d’application linéaires :

o —2 0 (X) LX) L o (X) s (X)) == A

est appelée le « complexe augmenté des chaines singuliéres de X ». C’est une représentation algébrique de X,
dans laquelle la topologie de X a été remplacée par la combinatoire des simplexes singuliers. La topologie de
X n’est présente que par le fait que les simplexes singuliers sont des applications continues. La combinatoire
est d’ailleurs elle-méme assez réduite, puisqu’on ne conserve que 'opérateur 9 et qu’on oublie les opérateurs
d;.(?°) Un élément z de Cr(X) sera appelé un « élément homogeéne de degré n » du complexe ci-dessus, et n est
aussi noté |x|, et appelé le « degré de x ». Il est parfois commode de poser C_;(X) = A, et de renommer ¢ en 0.

18. 1l s’agit de couples dépendants!

19. Une application affine est une application qui commute aux barycentres.

20. Rourke et Sanderson ont montré que si on conserve les d; on peut récupérer le type d’homotopie de X, ce qui n’est pas
le cas si on ne conserve que 9.
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On vérifie facilement que la composition de deux quelconques des fleches du complexe ci-dessus est nulle
(00 =0et dod = 0). Ce complexe est dit «acyclique » s’il est une suite exacte, c’est-a-dire si le noyau de
chaque 9 est I'image du & qui précéde et si le noyau de ¢ est 'image du dernier 8.(*!)

Plus généralement, un « complexe de chaines augmenté » est une suite de .A-modules et applications linéaires :

2] 2] o 2] ] €

Mo M, . M, M, A

telle que e 0 9 = 0 et 9 0 @ = 0. Le complexe de chaines ci-dessus sera noté M.. Un morphisme de complexes
de chaines de M. vers N. est une suite d’applications linéaires f; : M; — N; telle que do fi11 = fi 00 et
e o fo = e. La naturalité en X de 9 : Ch4-1(X) — Crn(X) montre que X — C,(X) est un foncteur de Top vers
la catégorie .A-DGMod des complexes de chaines a coefficients dans A.(?2)

Un foncteur F : C — A-DGMod est dit libre sur la famille de modeles (M, e;):e1, si chaque foncteur F, est
libre sur les modeéles (M, e;)icr,je;|=n- Un foncteur G : C — A-DGMod est dit « acyclique sur la famille de
modeles (M;, e;)icr », si pour tout ¢ € I le complexe de chaines G(M;) est acyclique.

Noter que I'existence d’au moins une transformation naturelle entre deux foncteurs Top — A-DGMod n’est
nullement acquise d’avance. Ceci est da au fait que la famille des applications linéaires nulles n’est pas un
morphisme de complexes de chaines a cause de la condition ¢ o fy = € et de la surjectivité de e.

Le premier volet du « théoréme des modéles acycliques » dit ceci :

THEOREME : Soit F' : Top — A-DGMod un foncteur libre sur la famille de modéles (M;,e;)ic1, et soit
G : Top — A-DGMod un foncteur acyclique sur ces mémes modéles. Alors il existe une transformation
naturelle ¢ : FF — G.

On construit ¢ par récurrence sur la dimension, en posant d’abord ¢y_1 = 14 : F-1 — G_;. Dans la suite
de cette démonstration 0 pourra désigner . Pour construire les transformations naturelles ¢, : F,, — G,
(n > 0), on a juste a choisir ¢, (e;) € Gn(M;) pour tous les i tels que |e;| = n. On obtient de cette fagcon une
application linéaire (¢n)x : Fn(X) — G»(X) naturelle en X. La seule condition supplémentaire a satisfaire
est que la famille ((¢,)x )nen doit étre un morphisme de complexes de chaines, c’est-a-dire que (p,)x(0z) =
9((¢n+1)x (x)) pour tout vecteur x de la base canonique de F,(X). Comme =z = z.(e;) pour un certain ¢ €
(avecici |e;| = n + 1), on a par naturalité de 0 et de ¢ :

(pn)x () = (o) x (D@ (€0))) = 2+ ((pn) 0, (ei))

et de méme I((¢n+1)x(x)) = £ (O((Yn+1)m; (€:))). Il suffit donc de choisir (¢n+1)ns, (€;) de telle sorte que :

O((pn+1)m;(e:)) = (), (Oes)

c’est-a-dire comme un antécédent de (¢n)u,(9e;) par 9. Or cet élément habite dans G, (M;), et G(M;) est
un complexe de chaines acyclique, ce qui signifie que l'image de 0 : G,+1(M;) — G,.(M;) est le noyau de
0 : Gn(M;) = Gn_1(M;). Il suffit donc pour montrer que (¢n)a, (Oe;) a un antécédent par 0, de vérifier que
A((on)m,; (0e;)) = 0. Or ceci est une conséquence immédiate de 'hypothése de récurrence qui nous donne
Oopn =pn_100etdedod=0.1

Terminons cette section par deux lemmes tres utiles (le premier étant un cas particulier du second).
Comme tout foncteur transforme les isomorphismes en isomorphismes, un isomorphisme [ : X —
Y d’une catégorie C est transformé en une bijection f. : C(Z, X) — C(Z,Y), ceci pour tout objet Z
de C. Dans ce cas précis, et sous une condition de naturalité, il y a une réciproque.

PROPOSITION 20 Soient X et Y des objets d’'une catégorie C. S’il existe pour tout objet Z de C une
bijection :
C(Z,X) 2= c(2,Y)

naturelle en Z, alors ®x(1x) : X — Y est un isomorphisme.

21. En principe, on devrait aussi préciser que ¢ est surjectif, mais c’est toujours le cas quand X n’est pas vide.
22. DGMod est un sigle pour « differential graded module », un synonyme de complexe de chaines.
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La naturalité de f en Z signifie que pour toute fleche )\ : Z — Z’, on a le diagramme commutatif :

c(72,X) 22 c(2,Y)

N o

C(Z,X) —=C(Z,Y)

z

Posons ¢ = ®x(1x) € C(X,Y) et v = &, (1y) € C(Y, X). Dans le diagramme ci-dessus, remplacons
\:Z — Z'par ¢ : X — Y, et suivons le parcours de ¢ € C(Y, X) :

CY, X) —2 s C(Y,Y) b1y
C(X, X) TX>C(X,Y) Yoy ®

On voit que ®x (¢ o p) = ¢. Comme par ailleurs ®x est bijective et Px(1x) = ¢, on voit que
1o = 1x. On prouve de méme que po) = 1y. W

Voici maintenant une version « paramétrée » de ce résultat.

PROPOSITION 21 Soient F,G : D — C deux foncteurs. S’il existe, pour tout objet Z de C et tout objet
X de D une bijection :

c(2, F(X)) -~ c(2,6(x))

naturelle en Z et en X, alors ‘P?(x)(lF(X)) : F(X) = G(X) est un isomorphisme naturel en X.

Posons ©6x = @}(( x)(l F(x))- On sait déja que ©x est un isomorphisme par la proposition précé-
dente. Il y a juste & montrer qu’il est naturel en X. Soit f : X — X’ une fleche de D. On doit
montrer que le diagramme suivant est commutatif :

F(X) -2 q(X)

F(f )l iG(f)
F(X")—— G(X")

Oxs

La naturalité en X de ® appliquée & f : X — X’ (en remplacant Z par F(X)), et la naturalité en
Z de @5 appliquée & F(f) : F(X) — F(X’) (en remplacant X par X’) donnent les deux diagrammes
commutatifs :

C(F(X), F(X)) ~2% ¢(F(x), G(X)) C(F(X'),F(X)) C(F(X"),G(X))
F(f)*l iG(f)* F(f)*i iF(f)*
C(F(X), F(X) — = C(F(X),G(X")) C(F(X), F(X')) ——=C(F(X), G(X"))
F(X) F(X)

’

On voit donc que G(f) 0 Ox = G(f)(Prxy(1rx))) = Prix)(F(f)) et que q)%((lx)(F(f)) =
F(f)" (@3 xn (Lr(x)) = Oxs 0 F(f). m
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2.1.5 Compositions verticales, horizontales et hétérogenes.

Si F', G et H sont trois foncteurs de C vers D, des transformations naturelles o : F — Getvy : G — H
peuvent étre composées. On pose tout simplement (1) o p)x = ¥x o px :
F(X) 2% a(x) -2 H(X)

\—/

(Yop) x

Bien siir cette composition des transformations naturelles, dite « composition verticale », est asso-
ciative et admet les transformations naturelles «identiques » pour éléments neutres. Les foncteurs
de C vers D et les transformations naturelles entre eux forment donc une catégorie (« catégorie de
foncteurs ») dont nous allons reparler plus loin.

Les transformations naturelles et les foncteurs peuvent aussi éventuellement se composer. Suppo-
sons qu’on ait deux foncteurs /' : C — D et G : D — £. On a alors un foncteur composé GoF' : C — £.
Simaintenant on a un troisiéme foncteur F’ : C — D, paralléle &4 F' et une transformation naturelle
h:F — F’, on a les applications suivantes :

F1(C) i\ FI(D) ———>FI(€)
F
h
F/
Ob(C) Ob(D) —— %~ 0Ob(€)
F

et le composé de G : F1(D) — F1(€) et h: Ob(C) — F1(D) est une transformation naturelle de Go F'
vers G o I/ que nous noterons Gh, ce qui ne créera pas de confusion, puisque jusqu’a présent nous
n’avions aucune notion de produit entre transformations naturelles et foncteurs. Noter qu’il s’agit
d’'une composition « hétérogeéne », car entre objets de natures différentes. On obtient bien ainsi une
transformation naturelle. En effet, en appliquant le foncteur G au diagramme commutatif :

hX

F(X) —%> F/(X) 2.1)

on obtient le diagramme commutatif :

(G o F)(X) —% _ (GoF)(X)

(GoF)(f) (GoF")(f)

(Go F)(Y) (Go F')(Y)

(Gh)y

qui montre la naturalité de Gh.
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On peut aussi composer de 'autre coté. Si H : B — C est un foncteur, hH est une transformation
naturelle de F o H vers F' o H.

FIB) —2  ~FI(C)— > FI(D)

Ob(B) a Ob(C)

En effet le diagramme (2.1) est commutatif pour toute fleche f : X — Y de C. Il peut donc étre
utilisé avec une fleche de la forme H(f) : H(X) — H(Y), ou cette fois-ci, f : X — Y est une fleche
de B. On obtient le carré commutatif :

(Fo H)(X) —20X _ (F o H)(X)
(FoH)(f) (F'oH)(f)
(FoH)(Y) )y (F’OH)(Y)

EXERCICE 73 On considére les foncteurs et transformations naturelles suivants :

F
G
B C D yv de—8 o F
N e
F/

Vérifier que :

o (KoG)A=K(GX)
v(FoH)=(vF)H
(GNH = G(\H)
G(poNH = (GuH) o (GAH)
e G1H =1

Les trois premiers points de 1’exercice ci-dessus montrent que quitte a écrire GF la composition
G o F' de foncteurs quelconques (composables) F' et G, on peut considérer des compositions de la
forme G ... GoAF ... F,, oules G; et I; sont des foncteurs et A une transformation naturelle, sans
se soucier des parentheses. La seule condition est que ces éléments soient composables, c’est-a-dire
que la composition G o---0G,, ait un sens de méme que la composition F;o---o F,, et que la source
de G, et la cible de F; soient respectivement la seconde cible et la seconde source de \.

Le quatriéme point dit que les compositions hétérogenes sont distributives sur la composition ver-
ticale des transformations naturelles. Le cinquiéme point dit que la transformation naturelle iden-
tité est neutre pour les compositions hétérogenes.
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On considére maintenant les foncteurs et transformations naturelles :

F G
T T
C U A D Jv £
~_ 7 \_/
F’ G’

Le diagramme suivant est alors commutatif pour tout objet X de C :

VF(X)

G(F (X)) G'(F(X))
G(rx) G'(Ax)
G(F'(X)) —5 G/ (F'(X))

puisqu’il s’agit simplement de ’expression de la naturalité de v : G — G’ vis-a-vis de la fleche
Ax : F(X) — F/(X).

On pose (vA)x = G'(Ax) ovp(x) = Vp/(x) © G(Ax). C’est une transformation naturelle (comme com-
position verticale de transformations naturelles) de G o F vers G’ o F’, qu’on appelle « composition
horizontale de v et \ ».

EXERCICE 74 Montrer que si on se donne :

F G

~ TN e

jalld leld

C

on a la «loi d’échange » entre composition horizontale et verticale :

(€n) o (WA) = (Eow)(noA)

2.1.6 Calcul bidimensionnel.

Le lecteur qui a fait les exercice 73 (page 83) et 74 (page 84) aura peut-étre jugé que les notations
utilisées pour représenter les objets, les fleches, les foncteurs et les transformations naturelles ne
sont pas trés commodes, et rendent parfois les calculs pénibles, voire périlleux. Dans cette sec-
tion, nous introduisons des notations pour faciliter les calculs. Toutefois, ces notations ne sont pas
nécessairement bonnes dans toutes les situations. Il y a des cas ou les notations usuelles sont
meilleures.

En algebre linéaire, on utilise des matrices pour noter les applications linéaires de R™ vers R™.
On utilise également des matrices colonnes pour noter les vecteurs de R", les mémes matrices que
celles qui servent a noter les applications linéaires de R vers R". Cela est cohérent bien siir, puisque
Pespace des applications linéaires de R vers R" s’identifie canoniquement a R". Cette identification
est de méme nature que celle qui consiste a identifier un élément z dans un ensemble X avec
l'application de 1 = {x} vers X qui envoie * sur x.

Dans la méme veine, nous pouvons identifier un objet X d’'une catégorie C avec le foncteur de 1
vers C qui envoie 'unique objet de 1 sur X, et I'unique fleche de 1 (I'identité de I'unique objet) sur
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lidentité de X. Une fleche f : X — Y dans C est alors une transformation naturelle du foncteur
X vers le foncteur Y, celle qui envoie I'unique objet de 1 sur f. Il est facile de vérifier qu’elle est
naturelle et déterminée par f.(?®) On peut donc se passer d’objets et de fleches et ne considérer que
des foncteurs et des transformations naturelles.

Nous allons utiliser une barre verticale pour la composition des foncteurs et une barre horizontale
pour la composition des transformations naturelles. Ainsi si on a des foncteurs :

c-.p_“%.¢

on notera F'|G (dans cet ordre, c’est-a-dire dans 'ordre naturel) la composition G o F. Si on a des
transformations naturelles :

F—/\>G—H>H

A .. . . . .
on notera — la composition p o A de ces deux transformations naturelles. On doit donc imaginer

que les transformations naturelles sont des fleches allant du haut vers le bas (puisqu’on a mis A au
dessus de i) et qu’on les compose en concaténant ces fleches.

Cette notation « infixe »(?*) de 'opération de composition, quelle soit horizontale ou verticale rend
transparent le fait que ces compositions sont associatives. On n’a pas par exemple a mettre de
parenthéses dans I'expression F|G|H.

On a vu également qu’on peut composer des transformations naturelles avec des foncteurs (compo-
sition hétérogene). Pour la situation suivante :

F
/_\
c A Sp-_Y.oc¢
V
F/

on a défini la composition G\ qui est une transformation naturelle de G o F vers G o F’, c’est-a-
dire de F|G vers F'|G. Cette composition hétérogene sera notée \|G. De méme, I'autre composition
hétérogene, a savoir celle d'un foncteur F' : C — D et d’une transformation naturelle . : G — G, ou
G et G’ sont de source D, précédemment notée jir, sera notée F|u.

Les trois premieres égalités (faciles a vérifier) de I'exercice 73 (page 83), s’expriment alors de la
fagon suivante :

AGIK) = AG)E  (HIF)lv=H|(Flv) (HMN|G = H|AG)

et ne sont donc que des formes d’associativité. Elles confirment le choix de la notation «infixe » de
la composition hétérogene, choix qui rend 'associativité transparente. Quant a la quatrieme, elle
peut se décomposer en deux regles :

A HIA A . AG

H|- = et ~|G =
po Hlp 7 nlG

En fait on aura rarement a utiliser des notations comme F', G,. .. pour les foncteurs, car ces derniers
sont le plus souvent la source ou la cible d'une tranformation naturelle qui a par ailleurs une
notation. Nous utiliserons les notations suivantes :

23. Les fleches sont aussi des foncteurs de 2 vers C, ou 2 est l'ordinal 2 vu comme une catégorie.
24. C’est-a-dire que 'opérateur «barre verticale » (de composition horizontale) de méme que l'opérateur « barre horizon-
tale » (de composition verticale) se place entre ses deux opérandes.
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e ) pour la source de ),

e ) pour la cible de \.

A - A
Noter que <) = Aet que () = .
I w) =

Considérons une transformation naturelle A : F — G. On a pour toute fleche f : X — Y dans la
catégorie source de F' et G le carré commutatif :

F(X) 2 q(X)

F(f)i iG(f)

FY)——=G(Y)
Ay
Compte tenu de nos nouvelles conventions, F/(X) est la composition du foncteur X et du foncteur F,
et \x est la composition hétérogene du foncteur X et de la transformation naturelle )\, composition
que nous noterons donc f|\ puisque X est la source de f. D’autre part, G(f) est la composition
hétérogene de la transformation naturelle f et du foncteur G, composition que nous noterons donc
f|A, puisque G est la cible de . La composition G(f) o Ax sera donc notée :

fIA
fIA

De la méme maniére, on voit que la composition Ay o F(f) sera notée :

fIA
IIA

et que la naturalité de ) se traduit donc par la regle :

fIx X

fIX T fIA

On aura remarqué que les lettres ne changent pas de place, ce qui est surtout di au caractere
bidimensionnel de la notation. Cette formule fait jouer des roles semblables a f et a A, et on peut
s’en étonner puisqu’elle exprime la naturalité de A et ne dit rien sur f. En fait, il n’y a rien a dire
sur f a cause du fait qu’il s’agit d’'une transformation naturelle entre deux foncteurs de source 1. La
formule ci-dessus est valable dans une situation plus générale. Reprenons les deux transformations
naturelles :

F G
T /_\
C U A D Jv &
\_/ \_/
F’ G’

de la section précédente, qui nous donnent le diagramme commutatif :

G(F(X)) —X» @'(F(X))
G(Ax) G'(Ax)
G(F'(X)) G'(F'(X))

’/F/(X)
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exprimant la naturalité de v sur la fleche Ax. Le composé G'(\x) o vp(x) s'écrit :

X\u

Ay

et la commutativité du diagramme ci-dessus nous redonne la méme formule symétrique :

Il reste a définir une notation pour la composition horizontale de la transformation naturelle X et
de la transformation naturelle v, précédemment notée vA. On pose :

v _ A

VA= Av = Ny T A
La loi d’échange de I'exercice 74 (page 84), applicable dans la situation :

F G

mpmg
e s

B leld

C

s’écrit donc :
My _ X

IR
formule dans laquelle & nouveau aucune lettre ne change de place (et ou les lettres sont dans la
méme disposition que dans le diagramme). On peut d’ailleurs, griace aux formule établies précé-
demment, démontrer facilement la loi d’échange :

v

N N A T

Av A ME e Ag__@)s_Av

I R P A‘ V) G
e oplg kg N ANV

Explication de chaque égalité :

e définition de \|v et u|¢ (composition horizontale),

la cible de v est la source de £ et 1la source de p est la cible de A,

échange des barres dans le carré central (naturalité),

factorisation du foncteur \ et du foncteur &,

la source de ) est celle de % et la cible de ¢ est celle de K,

définition de la composition horizontale.

2.1.7 Isomorphismes et équivalences de catégories.

La notion d’isomorphisme vaut aussi pour la catégorie des catégories. Il y a donc une notion d’iso-
morphismes entre catégories. Dans ce cas, un isomorphisme est un foncteur F : C — D tel qu’il
existe un foncteur G : D — C tel que les foncteurs G o F et F' o G soient les foncteurs identité de C et
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D respectivement. Il est équivalent de dire (en parallele avec le cas des ensembles) que les applica-
tions F' : Ob(C) — Ob(D) et F' : F1(C) — F1(D) sont toutes deux bijectives. Toutefois, cette notion,
outre le fait qu’elle est assez périlleuse, n’est pas toujours la plus pertinente. En effet, quand on
compare des objets dans une catégorie, c’est le fait qu’ils soient isomorphes qui est en général im-
portant, non le fait qu’ils soient égaux.(?®) Ceci est bien entendu tout a fait dans 1’état d’esprit
behavioriste, ce qui sera confirmé plus loin par le fait que les solutions des problémes universels
ne sont définies qu’a isomorphisme pres.

Dire que F' : C — D est un isomorphisme d’inverse G : D — C impose que les objets G(F (X)) et
X soient égaux pour tout objet X de C, et de méme que F(G(Y)) et Y soient égaux pour tout objet
Y de D. On peut relacher ces conditions en demandant seulement qu’ils soient isomorphes, mais
pas de n'importe quelle facon. On va demander que ces objets soient « naturellement isomorphes »,
autrement-dit que les foncteurs G o F' et 1¢ soient isomorphes (donc naturellement, puisque les
morphismes de foncteurs sont par définition des transformations naturelles) et de méme pour les
foncteurs F'o G et 1p.

DEFINITION 28 Soient C et D deux catégories. Un foncteur F : C — D est appelé une « équivalence
de catégories » sl existe un foncteur G : D — C et des isomorphismes naturels n : 1c — G o F et
e:FoG — 1p.(%)

EXERCICE 75 Montrer que N et Z ordonnés par la relation de divisibilité sont des catégories équi-
valentes.

EXERCICE 76 Soit C un groupoide non vide et connexe. Montrer qu’il existe un groupe, qu’on verra
comme une catégorie a un seul objet, et une équivalence de catégories entre ce groupe et C.

EXERCICE 77 Soit Cat une catégorie dont les objets sont des catégories et les fleches des foncteurs
entre ces catégories. On définit Cat en identifiant dans Cat les foncteurs qui sont isomorphes.

(a) Montrer que Cat est une catégorie.

(b) Montrer que deux objets de Cat sont équivalents comme catégories si et seulement si ce sont des
objets isomorphes dans Cat.

DEFINITION 29 Un foncteur F : C — D est dit :
e «plein » si pour tous objets X et Y de C, F: C(X,Y) — D(F(X), F(Y)) est surjective,
o «fidele » si cette méme application est injective,
e «pleinement fidele » s’il vérifie les deux conditions ci-dessus,

o «essentiellement surjectif » si tout objet de D est isomorphe & un objet de la forme F(X).

Il est facile de vérifier que toute composition de foncteurs pleins (resp. fideles) est un foncteur plein
(resp. fidele).

25. Cette affirmation, qui est généralement un credo chez les catégoriciens, doit toutefois étre nuancée par le fait que la
notion de type dans les langages de programation et en mathématiques sert précisément a distinguer des objets par ailleurs
isomorphes. Le fait que deux types de donnés soient non égaux bien que construits de la méme maniére est essentiel en
programmation comme en mathématiques pour capturer les intentions et pour permettre la surcharge des symboles.

26. On verra plus loin, dans la section consacrée aux foncteurs adjoints, la raison de l'orientation de ces isomorphismes.
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EXERCICE 78 (a) Vérifier qu’un foncteur est une équivalence de catégories si et seulement si il est
pleinement fidele et essentiellement surjectif.

(b) Vérifier qu’un foncteur est un isomorphisme de catégories si et seulement si il est bijectif sur les
objets et pleinement fidele.

EXERCICE 79 (a) Montrer qu’un foncteur plein et fidéle reflete les isomorphismes.(%")

(b) Montrer qu’un foncteur fideéle reflete les monomorphismes et les épimorphismes. Donner un
exemple de foncteur fidéle qui ne refléte pas les isomorphismes.

DEFINITION 30 Une « sous-catégorie » D d’une catégorie C a pour objets des objets de C, pour fleches
des fleches de C, pour opérations source, cible, composition et identité, les restriction de ces opérations
sur C.(%)

On a un foncteur d’inclusion canonique i : D — C. La sous-catégorie D est dite « pleine » si i est plein.
Elle est dite « replete » si elle est pleine et si tout objet de C qui est isomorphe & un objet de D est dans
D.

EXERCICE 80 Montrer par un exemple que l'image d’un foncteur F : C — D n’est pas nécessairement
une sous-catégorie de D.( %)

2.1.8 Produits de catégories.

On peut reproduire avec les catégories certaines constructions analogues a des constructions
usuelles concernant les ensembles, par exemple la notion de produit (produit cartésien pour les
ensembles).

DEFINITION 31 Soient C et D deux catégories, la catégorie produit C x D est définie comme suit :
e Ob(C x D) = Ob(C) x Ob(D),

F1(C x D) = F1(C) x FI(D),

s((f,9)) = (s(f),s(9)),

t((f,9)) = (¢(f), t(9)),

o lixy)=(1x,1y),

(h,k)o(f,g9) = (ho f kog).

EXEMPLE 12 La catégorie Ens x Ens a pour objets les couples d’ensembles (X, Y), et pour fleches de (X,Y)
vers (X', Y") les couples d’applications (f, g) tellesque f : X — X' etg: Y — Y.

Il est immédiat que toute catégorie C est isomorphe canoniquement a 1 xC et a C x 1.

27. «reflete les isomorphismes » signifie que toute fleche qu’il transforme en isomorphisme est elle-méme un isomor-
phisme.

28. Ceci implique donc que si une fleche f de C est dans D, sa source et sa cible sont dans D, que si un objet de C est dans
D, sa fleche identité est dans D, et que si deux fleches composables sont dans D, leur composition est dans D.

29. 11 s’agit ici de 'image au sens ensembliste usuel, autrement-dit de la « chose » composée des objets de D de la forme
F(X) et des fleches de D de la forme F(f). Il est possible de définir 'image d’'un foncteur d'une maniere plus subtile, de
facon a ce qu’elle soit une sous-catégorie de D. Il suffit de clore 'image naive par composition.
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EXERCICE 81 (a) Soient C et D deux catégories. Vérifier que C x D, définie ci-dessus est bien une
catégorie. Vérifier que m : C x D — C défini sur les objets par m1((X,Y)) = X et sur les fleches par
m1((f,g)) = f est un foncteur. Méme chose pour 75 : C x D — D. Vérifierquesi F : £ - Cet G: £ — D
sont deux foncteurs, alors il existe un unique foncteur (F,G) : £ — C x D tel que m o (F,G) = F et
mo(F,G) =G.

(b) Soit H : F — £ un troisieme foncteur. Vérifier que (F,G)o H = (F o H,G o H).
(c) Soient F' : C — Det G : £ — F deux foncteurs. Vérifier que si on pose :

o (FXG)((X,Y))=(F(X),G(Y)), pour tous objets X de Cet Y de &,
o (FxG)((f,9)=(F(f),G(g)), pour toutes fleches f de C et g de &,

on définit un foncteur F x G : C x £ — D x F. Vérifier que F x G = (F o7y, G o a).

(d) Soient les foncteurs :

c-f.p_C.¢

FlAog- Koy

Vérifier que (Go F) x (Ko H) = (G x K)o (F x H).

Comme on I'a suggéré plus haut, on appelle «bifoncteur » un foncteur dont la catégorie source est
de la forme C”" x D. C’est le cas, pour toute catégorie C (localement petite), du foncteur (X,Y) —
C(X,Y)deC” x C vers Ens.

2.1.9 Catégories de foncteurs.

On a remarqué plus haut (section 2.1.5 (page 82)) que les foncteurs de C vers D sont les objets
d’'une catégorie dont les fleches sont les transformations naturelles entre ces foncteurs. On a en
effet, pour tout foncteur F : C — D la transformation naturelle « identité ». A tout objet X de C elle
associe la fleche identité de F'(X). Sa naturalité se résume a :

De méme, on peut composer les transformations naturelles. Pour tout objet X de C, () o ¢)x sera
tout simplement ¢ x o px (composition verticale, section 2.1.5). La transformation composée est
naturelle. En effet, les deux carrés ci-dessous sont commutatifs :
F
Fx) 2% Py
® Py
Y

(Yop)y

)
i

(op)x | G(X) ——=G(Y

o

H(X) o= H(Y)

ce qui fait que le carré extérieur 'est aussi. Enfin, cette composition est bien entendu associative,
et les transformations identité sont neutres pour la composition.
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DEFINITION 32 Soient C et D deux catégories. La catégorie dont les objets sont les foncteurs de C vers
D et dont les fleches sont les transformations naturelles entre ces foncteurs, est notée D et appelée
«catégorie des foncteurs de C vers D ». Elle est aussi appelée « catégorie des C-diagrammes de D », et
la catégorie Ens© ) est appelée « catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur C ».

Bien siir, toute catégorie C est isomorphe a la catégorie de foncteurs C', ol 1 est la catégorie a un
seul objet et une seule fleche.

EXERCICE 82 Vérifier que la catégorie C/C des fleches de C (exemple 9 (page 75)) et la catégorie des
graphes sont isomorphes a des catégories de foncteurs d’'une maniére non triviale, c’est-a-dire avec
un exposant distinct de 1.

Une transformation naturelle est donc une fleche dans une catégorie de foncteurs. Par conséquent,
on peut appliquer aux transformations naturelles le vocabulaire qu’on applique aux fleches. Par
exemple, on pourra parler d’« isomorphisme naturel », etc...

EXERCICE 83 Vérifier qu’une transformation naturelle ¢ : F — G est un isomorphisme naturel si
et seulement si ox : F(X) — G(X) est un isomorphisme (dans la catégorie D) pour tout objet X de
C.

EXERCICE 84 (a) Soient C et D deux catégories. Montrer qu’en posant :
e ev(F, X) = F(X), pour tout foncteur F : C — D et tout objet X de C,

e ev(f, f) = G(f) o Ox, pour toute transformation naturelle 6 : F' — G et toute fleche f : X —»Y
de C,

on fait de ev un foncteur (dit d’« évaluation ») de D¢ x C vers D.
(b) Soit £ une troisieme catégorie, et F' : £ x C — D un foncteur. Montrer qu’en posant :

e Ac(F)(X) = (U~ F(X,U),g = F(lx,g), pour tous objets X de £ et U de C, et toute fleche
g:U—VdeC,

o Ac(F)(f) =Uw— F(f,1u), pour toute fleche f de £ et tout objet U de C,
on définit un foncteur Ac(F) : € — DC. Montrer que ev o (A¢(F) x 1¢) = F et que Ac(ev) = 1pc.
(c) Soient F : £ xC — Det ®: F — & des foncteurs. Montrer que A¢(F o (P x 1¢)) = Ac(F) o ®.

EXERCICE 85 Soit F : C — EP un foncteur. Montrer que pour toute fleche f : X — Y de C et toute
fleche g : U — V de D, le carré :

F(X)(U) F(X)(9)

F(f)ul lF(f)v
)

FOU +56

est commutatif.

EXERCICE 86 Soient C et D deux catégories. Montrer que ® : D™ (DOP)C défini sur les objets
par ®(F) = F” et sur les fleches par SN F - G) = N7 FY = G, ou pour tout objet X,

op

(AN ) x = Ax, est un isomorphisme de catégories.



92 Chapitre 2. Behaviorisme.

2.1.10 Monomorphismes et épimorphismes.

On peut chercher a caractériser les applications injectives par une propriété ne parlant pas des
éléments des ensembles, comme on a caractérisé les bijections obtenant ainsi la notion d’isomor-
phisme. En effet, on prouve facilement qu'une application f : £ — F entre deux ensembles est
injective si et seulement si pour tout ensemble G et toutes applications g, h : G — E, la condition
fog= fohentraine g = h.

g

G _sE—"sF

h
Autrement dit, une application est injective si et seulement si elle est « simplifiable a gauche » (pour
Popération de composition). Nous pouvons donc généraliser la notion d’application injective de la

fagon suivante :

DEFINITION 33 Une fleche f : X — Y dans une catégorie est un « monomorphisme » si et seulement
si elle est simplifiable a gauche.

De méme, on prouve facilement qu'une application f : E — F entre deux ensembles est surjective
si et seulement si elle est simplifiable a droite, c’est-a-dire si, pour toutes applications g,h : FF — G
tellesque go f = ho f,on a g = h. On pose donc :

DEFINITION 34 Une fleche f : X — Y dans une catégorie est un « épimorphisme » si et seulement si
elle est simplifiable a droite.

EXERCICE 87 Vérifier que la composition de deux monomorphismes est un monomorphisme et que
la composition de deux épimorphismes est un epimorphisme.

EXERCICE 88 Vérifier que si deux fleches f : E — F et g : F — G sont telles que g o f soit un
monomorphisme, alors f est un monomorphisme. De méme, si g o f est un épimorphisme, alors g est
un épimorphisme.

EXERCICE 89 Soit un diagramme :

tel queno f = met mog =n, et ot m et n sont des monomorphismes. Montrer que f et g sont des
isomorphismes réciproques l’'un de lautre.

EXERCICE 90 Montrer que dans la catégorie des espaces topologiques séparés et applications conti-
nues, linclusion canonique de Q dans R est a la fois un monomorphisme et un épimorphisme,
mais n’est pas un isomorphisme. Méme question pour linclusion de Z dans Q dans la catégorie
des groupes abéliens. (*°)

30. On verra qu’un tel phénomene ne peut pas arriver dans un topos.
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EXERCICE 91 Dans la catégorie des anneaux unitaires commutatifs,(3) montrer que l'unique mor-
phisme Z/27 — 0 n’est pas un monomorphisme.

EXERCICE 92 Un groupe abélien G (noté additivement) est dit « divisible », si pour tout élément
x € G, et tout entier n > 0, il existe y € G tel que © = ny (ot ny est la somme y + - - - + y comprenant
n fois y). On note D la sous-catégorie pleine de la catégorie Grp des groupes dont les objets sont les
groupes divisibles. Montrer que la projection canonique w : Q — Q/Z n’est pas un monomorphisme
dans Grp, mais en est un dans D.

EXERCICE 93 Soit D une sous-catégorie d’une catégorie C. Soit f : X — Y une fleche de D. Montrer
que si [ est un monomorphisme dans C, c’est encore un monomorphisme dans D. Montrer que la
réciproque n’est pas toujours vraie. Méme questions pour des épimorphismes.

DEFINITION 385 Soit f : X — Y une fleche dans une catégorie.
e On dit qu’une fleche s : Y — X est une « section » de f, si fos=1y.

e On dit qu’une fleche r : Y — X est une « rétraction » de f, siro f = 1x.

Autrement dit, une section est un «inverse a droite » et une rétraction est un «inverse a gauche ».
Sila fleche f : X — Y a une rétraction, on dit aussi que X est un «rétract » de Y.

EXERCICE 94 Vérifier que toute fleche qui a une section est un épimorphisme, mais que la réciproque
n’est pas vraie, et de méme que toute fleche qui a une rétraction est un monomorphisme, mais que la
réciproque n’est pas vraie.

EXERCICE 95 Vérifier que tout monomorphisme qui a une section, de méme que tout épimorphisme
qui a une rétraction, est un isomorphisme.

EXERCICE 96 Soit C une catégorie dont toutes les fleches ont une rétraction (resp. section). Montrer
que C est un groupoide (c’est-a-dire que toutes les fleches de C sont des isomorphismes).

EXERCICE 97 Soit C une catégorie. Montrer que tout foncteur F : Ens — C envoie les épimorphismes
sur des épimorphismes, mais qu’un monomorphisme n’est pas nécessairement envoyé sur un mono-
morphisme.

2.1.11 Sous-objets.

Un sous-ensemble d’'un ensemble X est un ensemble dont tous les éléments appartiennent a X.
Cette définition fait & nouveau appel a la notion d’élément. Voici comment on peut se débarraser
des éléments.(3?)

Si A est un sous-ensemble de X, on a l'application i : A — X définie par = — z qu’on appelle
«inclusion canonique ». Cette application est injective et son image est A. Toutefois, ce n’est pas en
général la seule application injective d'un ensemble (disons Y) dans X dont I'image est A. Il n’y a
donc pas correspondance biunivoque entre les parties de X et les applications injectives de cible

31. Contrairement au cas des corps, on n‘impose pas que 1 soit distinct de 0
32. Cette méthode est diie a A. Grothendieck.
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X. Toutefois, c’est presque vrai. En effet, on peut exprimer le fait que deux applications injectives
f:Y > Xetg:Z — X ontla méme image, sans utiliser d’élément. Il suffit de demander qu’il y
ait une bijection p : Y — Z tel que gop = f :

Noter que l’existence d’'une bijection ¢ comme ci-dessus définit une relation sur les applications
injectives de cible X, et que cette relation est une relation d’équivalence. Par ailleurs, il est clair
que la collection des classes d’équivalence est en bijection avec I'ensemble des parties de X(33). On
peut donc définir une partie de X comme une classe d’équivalence d’applications injectives de cible
X. On arrive donc a la généralisation suivante de la notion de sous-ensemble :

DEFINITION 36 Soit X un objet dans une catégorie C. Deux monomorphismes f:Y — X et g: Z —
X sont dits « équivalents » s’il existe un isomorphisme ¢ : Y — Z, tel que go ¢ = f. Un « sous-objet »
de X est une classe d’équivalence de monomorphismes de cible X. On notera Sub(X) (ou Sub¢(X)
st nécessaire) la collection des sous-objets de X, et pour tout monomorphisme m : Y — X, on notera
[m] le sous-objet de X représenté par m.

Evidemment, si la catégorie C est une petite catégorie, toutes les collections qui interviennent
sont des ensembles, et en particulier la collection Sub(X). Autrement, il est rare que la collection
Sub(X) soit un ensemble, méme si son cardinal est petit. En effet, méme dans ce cas, ses élé-
ments (les classes d’équivalences de monomorphismes) ne sont pas nécessairement des ensembles,
or en théorie des ensembles, que ce soit la théorie de Zermelo-Fraenkel ou celle de Gédel-Bernays,
les éléments d’'un ensemble doivent étre des ensembles. Cette situation est celle, par exemple, de
la catégorie des ensembles. On va voir toutefois que dans la plupart des situations qui nous in-
téresseront plus loin, chaque classe d’équivalence de monomorphisme contient un représentant
canonique. C’est encore le cas de la catégorie des ensembles, avec I'inclusion canonique d’un sous-
ensemble, mais c’est plus généralement le cas de tout topos, pourvu que les produits fibrés (définis
dans la section 2.2.7 (page 114)) et l'objet final (section 2.2.1 (page 98)) y soient définis de ma-
niére stricte, c’est-a-dire pas seulement a isomorphisme prés. Dans cette situation, on peut définir
Sub(X) comme I'ensemble des représentants canoniques des classes de monomorphismes.

On définit une relation d’ordre sur Sub(X), relation qui dans le cas des ensembles sera la relation
d’inclusion entre sous-ensembles. Pour dire qu'un sous-objet [m] est «inclus » dans le sous-objet
[n], il suffit de demander l'existence d’'une fleche ¢ telle que n o ¢ = m.

PROPOSITION 22 Pour tout objet X d’une catégorie C, la relation, notée C, définie sur Sub(X), telle
que [m] C [n] si et seulement si il existe une fleche ¢ telle que n o ¢ = m, est une relation d’ordre.

Le lecteur vérifiera facilement que cette relation est bien définie, c’est-a-dire qu’elle ne dépend que
des sous-objets et non pas des monomorphismes qui les représentent.

La réflexivité est obtenue en prenant pour ¢ la fleche identité. La transitivité est obtenue par
composition, et 'antisymétrie résulte de I'exercice 89 (page 92). m

Sim:Y - Xetn: Z — X sont deux monomorphismes, on peut aussi bien considérer la relation
qu’on notera encore m C n définie comme l'existence d’une fleche ¢ : Z — Y telle que mo ¢ = n.

33. Les classes d’équivalence elles-mémes ne sont éventuellement pas des ensembles.
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Il s’agit cette fois d’'une relation de préordre sur la collection des monomorphismes de cible X.
On pourra donc dire qu'un monomorphisme est «inclu » dans un autre, étant entendu que cette
inclusion n’est pas antisymétrique.

Lensemble Sub(X) est donc ordonné, mais n’est pas nécessairement une algebre de Heyting quand
X est un objet d’'une catégorie quelconque. Mais il peut en étre une, et on verra que c’est toujours
le cas pour un objet d'un topos. Quoi qu’il en soit, si une structure d’algebre de Heyting existe
sur Sub(X) pour laquelle 'ordre est celui de 'inclusion, cette structure est nécessairement unique
par unicité des fonctions adjointes (exercice 18 (page 19)). Il en résulte, que quand elles existent,
I'intersection (I'inf) et la réunion (le sup) de deux sous-objets sont bien définies, de méme que leur
différence. De méme, le plus grand élément et le plus petit élément sont bien définis. Le plus grand
élément existe toujours et est représenté par la fleche identité de X (qui est un monomorphisme!).
Par contre, le plus petit élément n’existe pas nécessairement.(3*)

EXERCICE 98 Soit C une catégorie et D une sous-catégorie de C. Soit X un objet de D.

(a) Montrer que X peut avoir plus de sous-objets dans D qu’il n’en a dans C, par exemple, deux dans
D et un seul dans C.

(b) On suppose maintenant que toute fleche qui est un monomorphisme dans D en est un dans C
(voir aussi lexercice 93 (page 93)). Vérifier que la correspondance qui envoie les monomorphismes
de cible X de D sur eux-mémes dans C est compatible avec l’équivalence entre monomorphismes. En
déduire lexistence d’une application canonique croissante i : Subp(X) — Sube(X). Montrer que
st de plus D est une sous-catégorie pleine de C, i est injective. (On peut donc dans ce cas identifier
Subp(X) a une sous-collection de Sub¢(X), d’'une maniére compatible avec l'ordre.)

2.1.12 Catégories monoidales.

La définition d’'un monoide a été rappelée au début de la section 2.1.1 (page 66). Elle utilise les
notions de produit cartésien d’ensembles et de fonction entre ensembles, et également le fait que le
produit cartésien d’ensembles est strictement associatif (pas seulement associatif a isomorphisme
pres)(3%) et admet le singleton canonique (le produit de rien) comme élément neutre strict. Comme
on sait faire des produits de catégories (section 2.1.8 (page 89)), comme les foncteurs jouent pour
les catégories le role que jouent les fonctions pour les ensembles, et comme les catégories ont ces
mémes propriétés d’associativité stricte, on peut transposer cette définition des ensembles aux
catégories. Si on le fait de la facon la plus naive, on obtient ceci :

34. Prendre par exemple Z ordonné de maniére usuelle.

35. En réalité, si 'on en croit la théorie des ensembles, le produit cartésien est loin d’étre associatif. En effet, cette théorie
définit le produit cartésien comme un ensemble de paires, et définit la paire (z,y) comme 'ensemble {z, {z,y}}. Deés lors,
un élément de (X x Y) x Z est de la forme {{z, {z,y}}, {{z, {z,y}}, z}}, alors qu'un élément de X x (Y X Z) est de la
forme {z, {z,{y,{v,2}}}}. Malgré cela, un mathématicien considérera toujours le produit cartésien comme strictement
associatif. Par exemple, il fait de la géométrie dans R, il n’hésitera pas a écrire R? = R x R? = R? x R. Une fois de plus,
la théorie des ensemble nous démontre qu’elle est tout sauf une fondation pertinente des mathématiques. On remarquera
également qu’en informatique on a le plus souvent un produit cartésien strictement associatif. En effet, stocker une paire
(z,y) en mémoire a 'adresse a consiste a écrire d’abord x a cette adresse, puis y a 'adresse a + |z|, ou |z| représente la
largeur de = (par exemple, le nombre d’octets occupés par z). Il est alors clair que stocker en mémoire a 'adresse a le triplet
((z,y), z) ou le triplet (z, (y, 2)) donnera exactement le méme résultat. En ce qui nous concerne, nous supposerons bien
slir, comme tout le monde, le produit cartésien d’ensembles strictement associatif, de méme d’ailleurs que le produit de
catégories, et plus généralement le produit de tous objets de nature « ensembliste », collections etc. .. Nous serons toutefois
amenés au chapitre 4 a considérer le produit dans une catégorie comme non strictement associatif. Mais c’est seulement
pour une raison technique, qui simplifie la manipulation des projections. En effet, cette hypothése permet de se contenter
des deux projections 71 et w2. Dans un systéme ou le produit est strictement associatif, on a besoin d’introduire un nombre
arbitraire de projections et donc des notations appropriées. C’est ce qu’on fait par exemple en calcul différentiel dans R, out
les « fonctions coordonnées » x, y et z sont en réalité les projections sur les trois facteurs R de R3.
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DEFINITION 37 Une « catégorie monoidale stricte » est une catégorie C munie d’'un foncteur @ :
C x C — Cet d’un foncteur I : 1 — C tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :

cxexcX%cxce c 2 exel ¢
®x1i l@ \l@%

En particulier, la commutativité du premier diagramme appliquée aux objets de C donne 1’égalité
(X®Y)®Z =X®(Y ®Z) pour tous objets X, Y et Z de C. Elle donne aussi (f ® g)@h = f@(g®h)
pour toutes fleches f, g et h de C. Lautre diagramme donne les égalités I @ X = X = X ® [ et
IIef=f=f®l;.

Notons également que le fait que ® : C x C — C soit un foncteur donne les égalités 1x ® 1y = 1xgy
et (f®g)o(h®@k)=(foh)®(gok).

EXEMPLE 13 En fait, le prototype de la catégorie monoidale est la catégorie des modules sur un anneau
commutatif A, avec le produit tensoriel sur .A comme produit, et A vu comme module sur lui-méme comme
unité. Bien sir, ceci suppose que pour tous .A-modules M, N et P, on identifie (M ®4 N) ®4 P avec M ® 4
(N®4P), A®4 M avec M et avec M ® 4 A, ce qui ne pose dans cette situation pas plus de probléme que dans
le cas des ensembles. C’est cet exemple qui justifie 'usage, devenu traditionnel, du symbole ® pour noter le
produit d'une catégorie monoidale.

Un autre exemple fondamental de catégorie monoidale stricte est celui de la catégorie de foncteurs C. Nous
reviendrons en détails sur ce cas particulier dans le chapitre 3.

On peut définir une notion de catégorie monoidale non stricte. La définition fait intervenir des isomorphismes
la ou nous avons identifié des objets. Le théoreme de cohérence de Mac Lane montre que toute catégorie
monoidale non stricte est équivalente & une catégorie monoidale stricte. Le lecteur pourra consulter le livre
de Mac Lane [27] sur cette question.

Dans le cadre des catégories monoidales strictes on peut généraliser la notion de monoide :

DEFINITION 38 Soit (C,®, ) une catégorie monoidale stricte. Un « monoide dans C » est un objet X
de C, muni de deux fleches n : X @ X — X et n: I — X, telles que les diagrammes suivants soient
commutatifs :

XXX 2 YoX X2 xox 2 x
X@X——>X X

Cette définition ressemble fortement a la précédente, ce qui est di au fait qu'une catégorie mo-
noidale stricte n’est rien d’autre qu'un monoide dans la catégorie des catégories, laquelle est bien
entendu monoidale stricte.

On peut dualement définir la notion de « comonoide » dans une catégorie monoidale. Il suffit de
renverser le sens des fleches dans la définition ci-dessus, ou de dire que c’est un monoide dans la
catégorie C”, laquelle est tout aussi monoidale stricte que C.

On imagine facilement ce que doit étre un morphisme entre deux monoides (X, i, 1) et (Y, i, ) dans
C. Il s’agit bien str d’'une fleche f : X — Y, telleque fou=po(f® f) et fon =n. On a clairement
une catégorie des monoides dans C. On a de méme une catégorie des comonoides dans C.
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DEFINITION 39 Une catégorie monoidale (C,®,1) est dite « symétrique » si elle est munie d’une
transformation oxy : X ® Y — Y ® X naturelle en X et en Y, telle que les diagrammes suivants
soient commutatifs :

Y ®X XYz — &7 Z7oXQY
/ \ lx% Aly
X®Y—>X®Y XQRZIQY

Noter que dans le cas ou C est la catégorie des ensembles, ol X ® Y est le produit cartésien de X
etY,etouoxy(z,y) = (y,z), on a les diagrammes commutatifs :

/(y,I) (Iay7W7x7y)
z,2,Y)

(‘T ) y) S (gj ) y)
Autrement-dit, la définition des catégories monoidales symétriques généralise ce fait, et I'intuition
ensembliste reste valable. Un petit graphique étant souvent plus compréhensible qu'une formule,
on peut aussi remarquer que le second diagramme exprime le fait que quand on compose les deux

« échanges » suivants :
>< 1xQ®oy,z

')
i ox,zQLly

z

) 3

on obtient :

[
[ ]

EXERCICE 99 Montrer que si (C,®, I, 0) est une catégorie monoidale stricte symétrique, la catégorie
des monoides dans C et la catégorie des comonoides dans C sont elles aussi monoidales strictes
symétriques, quand on définit le produit (disons pour deux monoides (X, pu,n) et (Y,u,n)) comme
(XY, (pou)(l®o®l),n®n), et de maniére duale pour des comonoides.

EXEMPLE 14 Un monoide dans la catégorie des modules sur 'anneau commutatif A est ce qu’on appelle
généralement une « .4-algebre associative », et un comonoide dans cette méme catégorie est une « .A-coalgebre
associative ».

On pourrait penser qu’on peut tout aussi bien définir un « groupe dans C » en ajoutant une fleche i :
X — X pour représenter I'inversion et en demandant un certain diagramme commutatif analogue
au diagramme ci-dessous qui est utilisable dans le cas d’'un groupe ordinaire, c’est-a-dire d’'un
groupe dans la catégorie des ensembles :

(1,3)
X——=X
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Malheureusement, dans une catégorie monoidale stricte quelconque, on n’a pas les outils per-
mettant de simuler Papplication (1,:), ou d'une maniére équivalente 'application (1 x ¢) o A, o
A: X x X — X, définie par A(x) = (z,x), est 'application diagonale. On peut remplacer 1 x i par
1 ® i, mais il nous faut quelque chose pour simuler A. On est donc obligés d’introduire une fleche
d: X — X ® X pour jouer le role de A, et méme une fleche ¢ : X — 1 dont la présence est requise
dans le diagramme ci-dessous. On impose aussi les axiomes qui font de (X, J,e) un comonoide. De
la sorte, X est a la fois un monoide et un comonoide, et il est possible d’en faire un groupe en
demandant une fleche i : X — X et le diagramme commutatif :

XoX 2. xeoXx

4 N

n

N a

X®XTX®X

X

Intuitivement (c’est-a-dire ensemblistement), ce diagramme signifie qu'un z € X est transformé de
la fagon suivante le long des trois chemins de ce diagramme :

/
€ n

On voit que la fleche § est nécessaire pour « dupliquer » x, et que la fleche ¢ est nécessaire pour
« se débarrasser » de z. On peut donc définir une structure de groupe sur un objet d'une catégorie
monoidale si cet objet soit déja un comonoide.

EXEMPLE 15 Une structure de groupe sur un comonoide de la catégorie monoidale des modules sur un

anneau commutatif A, est appelé une « algebre de Hopf» ou un « groupe quantique ». Le lecteur intéressé par
ces questions pourra consulter le livre de C. Kassel [22] ou celui de R. Street [34].

2.2 Problemes universels.

La notion de probleme universel est une notion générale qui peut prendre différentes formes, es-
sentiellement équivalentes. Nous commencons par les notions d’objet initial et final qui sont certai-
nement les plus simples. Nous traiterons ensuite les notions de foncteurs adjoints et de classifiant.

2.2.1 Objets initiaux et objets finals.

DEFINITION 40 Soit C une catégorie. Un objet I de C est dit « initial » si pour tout objet X de C, il y
a une et une seule fleche de I vers X. Un objet F de C est dit « final » si pour tout objet X de C, ily a
une et une seule fleche de X vers F. Un objet qui est a la fois initial et final est appelé un « zéro ».
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EXEMPLE 16 Dans la catégorie des ensembles, seul 'ensemble vide est initial, et les objets finals sont tous
les singletons. Dans la catégorie des catégories, seule la catégorie vide est initiale et les objets finals sont les
catégories singletons (celles qui sont réduite & un seul objet muni de sa fleche identité). Dans le cas de la
catégorie des groupes, tout groupe réduit a son élément neutre est a la fois initial et final. Dans le cas de la
catégorie des anneaux commutatifs unitaires, 'anneau Z (et tout anneau isomorphe a Z) est initial (0 doit
aller sur 0 et 1 sur 1, ce qui détermine tout le reste) et tout anneau réduit a 0 (dans lequel 1 = 0) est final.
La catégorie des corps n’a pas d’objet initial ni d’objet final, car il n’y a pas de morphisme entre des corps de
caractéristiques différentes. La catégorie des corps d'une caractéristique donnée a un objet initial, qui est Q
dans le cas de la caractéristique 0 et Z/pZ dans le cas de la caractéristique p, mais n’a pas d’objet final car il
s’agirait d’'un corps contenant un exemplaire de tout corps de méme caractéristique. La catégorie des espaces
vectoriels sur un corps K a pour objets initiaux et finals les espaces vectoriels réduits a 0. Dans un ensemble
préordonné vu comme une catégorie, un objet final est un plus grand élément et un objet initial est un plus
petit élément.

On notera qu’un objet est initial dans C si et seulement si il est final dans C**. Malgré sa « trivia-
lité », la proposition suivante est d'une importance fondamentale.

PROPOSITION 23 Soit C une catégorie. Soient I et I> deux objets initiaux dans C. Alors, il existe un
unique isomorphisme de I vers Is. De méme pour des objets finals.

En effet, comme I est initial, il existe une unique fleche f : I; — I> et comme I est initial, il existe
une unique fleche g : I, — I3.

QOfCh/NIQSfOQ

La fleche go f : I; — I; ne peut étre que 'identité de I, toujours parce que I; est initial. De méme,
f o g ne peut étre que l'identité de I>. f est donc 'isomorphisme cherché, bien entendu unique, et
son inverse est g. On procede de méme pour des objets finals. B

Remarquez qu’on aurait pu démontrer cette propriété en invoquant la proposition 20 (page 80), puisqu’on a

par hypothese (disons pour des objets finals F; et F») une bijection C(Z, F1) — C(Z, F>) puisque qu’il s’agit
d’'une application entre singletons, qui est de plus naturelle en Z pour cette méme raison.

Il résulte de cette propriété que le fait de demander qu’un objet mathématique soit initial (ou final)
dans une certaine catégorie le définit parfaitement bien a «isomorphisme canonique preés », méme si
une telle définition n’entraine pas nécessairement son existence, puisqu’elle ne construit pas I'objet.
Cette fagon de définir les objets mathématiques peut étre qualifiée de « behavioriste », puisqu’elle
ne fait que demander un certain comportement de I'objet vis-a-vis des autres objets de la catégorie,
tout en laissant toute liberté sur la facon de le construire. Les informaticiens diraient qu'une telle
définition est «indépendante des détails d'implémentation ». Cette méthode de définition des objets
mathématiques, introduite par Eilenberg et Mac Lane vers 1945, a été une révolution dans la facon
de penser les mathématiques. Méme si le fait de définir un objet mathématique de cette fagcon ne
dispense pas en général d’en fournir aussi une construction, cette derniére peut le plus souvent
étre oubliée.

EXERCICE 100 Montrer que si la catégorie D a un objet final 1 (resp. un objet initial 0), alors pour
toute catégorie C, le foncteur de C vers D qui envoie tout objet de C sur 1 (resp. 0) et toute fleche de C
sur Uidentité de 1 (resp. de 0) est un objet final (resp. initial) dans DE.

EXERCICE 101 (Lambek) Soit C une catégorie et P : C — C un foncteur. Soit C* la catégorie dont
les objets sont les couples (X, f) ot X est un objet de C et f : P(X) — X une fleche de C, et dont les
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fleches de (X, f) vers (Y, g) sont les fleches ¢ : X — Y de C telles que go P(p) = po f:

Px) L~ x

o l

P(Y)——Y

Montrer que si (L, u) est un objet initial dans C*, alors u est un isomorphisme.

EXERCICE 102 On note P : Ens” — Ens le foncteur qui envoie tout ensemble sur son ensemble
de parties, et toute application f : X — Y sur Uapplication image réciproque f~' : P(Y) — P(X).
Montrer que Uapplication nx : X — P(P(X)) qui envoie x € X sur lultrafiltre trivial en z, c’est-a-
dire telle que nx(z) = {A C X | x € A} est un objet initial dans la catégorie X/P (définie dans la
section 2.1.3 (page 74)).

EXERCICE 103 Soit A un anneau commutatif, M et N deux A-modules. On consideére la catégorie
C dont les objets sont les couples (X, f) ot X est un A-module, et f : M x N — X une application
A-bilinéaire. Un morphisme de (X, f) vers (Y, g) est une application A-linéaire ¢ : X — Y telle que
po f =g. Montrer que C a un objet initial.

EXEMPLE 17 Un exemple assez spectaculaire de définition comme objet initial est celle des entiers naturels,
die a W. Lawvere. Considérons, dans la catégorie des ensembles, tous les diagrammes de la forme :

I*G>X*h>x

ou 1 = {x} est un singleton choisi une fois pour toutes, dont 'unique élément est noté *. Un tel diagramme
sera appelé un « diagramme de Lawvere ». Un morphisme entre deux diagrammes de Lawvere est une fleche
(ici une application) ¢ telle que le diagramme suivant soit commutatif :

1—“sx "o x
ll i‘ﬂ l%
b k
1——Y —>Y

On a donc une catégorie des diagrammes de Lawvere, comme on peut facilement le vérifier. Dans cette caté-
gorie considérons l'objet :
1—>N—sN
ou N est 'ensemble des entiers naturels, et o les applications z et s sont définies par :
z(x) = 0
s(n) = n+1
Si maintenant nous prenons un diagramme de Lawvere quelconque
1—2>X L)X
il existe une unique application ¢ de N vers X telle que :

©(0)
p(n+1)

a(x),
h(p(n)).

En effet, ceci résulte du principe de récursion primitive. D'application ¢ est celle qui envoie 'entier n sur A" (a)

(h itéré n fois sur a). Il en résulte que le diagramme de Lawvere 1——>N—">N est initial dans la catégorie
des diagrammes de Lawvere, ce qui constitue une définition de ’ensemble des entiers naturels qu’on peut
étendre a une catégorie quelconque pourvu qu’elle ait un objet final pour jouer le role de 1.

Par la suite, un objet final dans une catégorie sera le plus souvent noté 1 et un objet initial noté 0.
L'unique fleche de X vers 1 sera notée (), et I'unique fleche de 0 vers X sera notée [ ].
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EXERCICE 104 Soit A un anneau commutatif unitaire. Un A-module M est dit « (positivement)
gradué » s’il est donné sous la forme M = @ M;, avec M; = 0si i < 0. Un élément x de M; est dit
€T

« homogene de degré i », et on pose alors |95|e = i. Une application linéaire f : M — N (ou M et N
sont deux modules gradués) est dite « homogéne de degré k » (et on pose |f| = k) si elle envoie M;
dans N1 M est appelé un « module différentiel gradué » s’il est muni d’une application linéaire
homogeéne de degré —1, 0 : M — M telle que 0 o 9 = 0. Un morphisme de modules différentiels
gradués est une application linéaire f homogéne de degré 0, telle que f o0 = Do f.

(a) Montrer qu’on a une catégorie C 4 des A-modules différentiels gradués.

Si M et N sont deux modules différentiels gradués, leur produit tensoriel M ® N sera gradué en

posant (M @ N); = @ M, ® N,. Si f et g sont deux applications linéaires homogenes, on définit
ptqg=t

leur produit tensoriel f ® gpar (f Q@ g)(z®vy) = (—1)|I||g|f(x) ® g(y).(3%)

(b) Montrer que la catégorie C 4 est monoidale.

La catégorie des A-algébres différentielles graduées est la catégorie des monoides dans C 4. La caté-
gorie des A-coalgeébres différentielles graduées est la catégorie des comonoides dans C 4. Si A est une
algebre différentielle graduée, et C une coalgébre différentielle graduée, une « cochaine de Brown »
t: C — A est une application linéaire homogéne de degré —1, telle que ot +t0 0+ pu(t ® t)A =0,
ot y est le produit de A et A le coproduit de C, et qui vérifie t(x) = 0si |z| = 1.

(¢) Montrer que pour toute algeébre différentielle graduée A connexe (c’est-a-dire telle que Ag = A) la
catégorie des cochaines de Brown de cible A (avec pour morphismes les morphismes de coalgébres
différentielles graduées qui commutent aux cochaines de Brown) a un objet final (qu'on appelle
la bar-construction de A (Mac Lane)). De méme, montrer que pour toute coalgébre différentielle
graduée C simplement connexe (c’est-a-dire telle que Cy = A et C; = 0), la catégorie des cochaines
de Brown de source C (avec pour morphismes les morphismes d’algébres différentielles graduées
qui commutent aux cochaines de Brown) a un objet initial (qu’on appelle la cobar-construction de C

(Adams)).

2.2.2 Produits.

Dans une catégorie C prenons deux objets A et B. Un «cone » (de sommet X) sur A et B est une
paire de fleches de méme source X et de cibles A et B :

A/ XB

Considérons maintenant deux cénes sur A et B de sommets respectifs X et Y. Un « morphisme » du
cone de sommet X vers le cone de sommet Y est une fleche ¢ (de C) de X vers Y telle que a’ o p = a

36. Cette définition constitue ce qu'on appelle la « convention de Koszul ». Noter la permutation des lettres = et g dun
membre a Pautre de la formule.
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etbop=>b:

Les cones sur A et B, et les morphismes de cones définis ci-dessus forment clairement une catégorie,
qu’on peut appeler la « catégorie des cones sur A et B ».

DEFINITION 41 Un «produit » de A et B est un objet final dans la catégorie des cones sur A et B.
Généralement le sommet du cone « produit » est noté A x B, et les fleches formant ce cone sont
notées 7, et m2. On a donc le diagramme :
X
SN
A @ B
\ /
Ax B

et ce diagramme a la propriété « universelle » suivante, qui ne fait que traduire le fait que le céne
(A x B,m,ms) est final : Pour tout cone (X, a,b) sur A et B, il existe une unique fleche ¢ de X vers
A x B telle que m o ¢ = a et m3 0 ¢ = b. Cette fleche ¢ sera notée (a,b) :

(a,b)

X Ax B

et pour toutes fleches f : X — Aetg:Y — B,onposera f x g = (fom,goms):

fxg

XxY Ax B

DEFINITION 42 Soit C une catégorie. On dit que C a des produits (binaires), si toute paire (A, B)
d’objets de C a au moins un produit.

EXEMPLE 18 La catégorie des ensembles a des produits binaires. En effet, soient A et B deux ensembles.
Considérons le produit cartésien A x B, qui est 'ensemble des couples (z,y) ou = appartient a A et y appar-

tient & B. Définissons les applications A x B——> A et Ax B——> B (les « projections canoniques ») par

m(x,y) = z et m2(x,y) = y. Il est alors clair que si X —>>A4 et X ’ . B sont deux applications, il existe
une unique application X — 7S Ax B telle que m o p = a et m2 0o ¢ = b. En effet, cette application est
nécessairement définie par ¢(z) = (a(x), b(x)).

EXEMPLE 19 1l y a des catégories dans lesquelles certaines paires d’objets ont un produit, mais pas toutes.
De plus quand ce produit existe, il peut parfois nous sembler étrange pour un « produit ». C’est le cas de la
catégorie des corps commutatifs. Les objets de cette catégorie sont tous les corps commutatifs, et les fleches
sont les morphismes de corps.

Considérons les corps Z/27Z et Z/3Z, qui ont respectivement 2 et 3 éléments. Si un produit P de ces deux corps

existait, il y aurait des morphismes de corps P ——> 7,/27. et P ——> 7,/37 , ce qui est impossible car il n’y
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a pas de morphisme entre corps de caractéristiques différentes. Par contre un produit de Z/2Z avec lui-méme
existe bien, mais ce produit est encore Z/27Z et les deux projections canoniques sont 'application identique.

EXEMPLE 20 Si E est un ensemble préordonné, et x et y deux éléments de E, un produit de x et y doit &tre
un élément p de E tel que p < z et p < y, car m; et w2 doivent exister. De plus si z est un élément quelconque
de F tel que z < z et z < y (il s’agit des fleches nommées a et b ci-dessus), on doit avoir z < p (c’est la fleche
(a,b)). On voit donc que p est nécessairement plus petit que z et y, mais qu’il est plus grand que tous les
autres éléments ayant cette propriété. p est donc le « plus grand minorant » de = et y. Un tel élément a été
noté inf(z, y) dans le chapitre 1. En particulier, dans N ordonné par la relation de divisibilité, le produit est le
PGCD, de méme que dans une algebre de Heyting, le produit est la conjonction.

EXERCICE 105 Montrer que la catégorie des ensembles ordonnés et applications croissantes a des
produits binaires, et que ceux-ci sont donnés par la construction de lexercice 1 (page 15).

EXERCICE 106 Soit M un monoide. Montrer que si M a des produits binaires quand il est vu comme
une catégorie, alors l'ensemble (sous-jacent a) M est équipotent & son carré cartésien.

EXERCICE 107 Montrer que dans une catégorie qui a des produits binaires, si f : X - Y etg:U —
V sont des monomorphismes, il en est de mémede f x g: X xU =Y x V.

EXERCICE 108 Soit C la catégorie dont les objets sont les ensembles finis et dont les morphismes
sont les applications partielles entre ensembles finis (qu’on compose de la maniére évidente). Dans
cette catégorie, soient X un ensemble a 2 éléments, et Y un ensemble a 3 éléments. Montrer que ces
deux objets de C ont un produit X x Y, et que X x Y a 11 éléments. Généraliser.

EXERCICE 109 (a) Montrer qu’un produit Z/27 x 7./27 existe dans :
e la catégorie des groupes,
e la catégorie des anneaux unitaires,
e la categorie des corps.
et déterminer le nombre d’éléments de ces produits.
(b) Montrer qu’un tel produit n’existe pas dans :
e la catégorie des anneaux unitaires intégres,

e la catégorie des anneaux intégres (non nécessairement unitaires).

Il est important de remarquer qu'un objet final est élément neutre du produit (a4 isomorphisme
pres). Précisément :

PROPOSITION 24 Si la catégorie C a des produits binaires, et si 1 est un objet final dans C, alors,

pour tout objet A de C, les objets A x 1, A (et 1 x A) sont isomorphes via les fleches w1 : A x 1 — Aet
(1a,()): A= AX 1

A En effet, considérons le diagramme ci-contre, et notons

™ m qu’il est commutatif, et qu’en particulier () o 1, = m

1 parce que 1 est un objet final. On voit donc que 7 o

Ax1-5 4 Ax1 (1,()) = 14. Par ailleurs (1, ()) o m; est I'unique fleche
0 (1,0) dont les compositions avec 7; et m, donnent w; et ms.

T ™ Cette fleche ne peut étre que 141. (1, ()) et m; sont donc

1 des isomorphismes réciproques. On trouverait de méme

des isomorphisme réciproques entre 1 xA et A. B



104 Chapitre 2. Behaviorisme.

EXERCICE 110 Montrer que la somme directe dans la catégorie des modules sur un anneau commu-
tatif unitaire A est un produit (on précisera les deux projections). En déduire que le produit tensoriel
sur A dans cette méme catégorie n’est pas un produit (sauf si A = 0).

2.2.3 Sommes

Nous passons maintenant au probléeme dual, et au lieu de considérer des cones sur A et B, consi-
dérons des « cocones » sur A et B. C’est la méme chose que les cones, mais avec les fleches en sens

inverse :
7N

A B

De méme une fleche du cocone (X, a,b) vers le cocone (Y,a’, V') est une fleche ¢ de C de X vers Y,
commutant avec les cotés des cocones :

c’est-a-dire telle que poa =a’ et pob=10'.

Nous avons donc une catégorie des cocones sur A et B. Si cette catégorie posséde un objet initial,
on dira que c’est une « somme » de A et B.

A+ B

YN
N

Y

Les fleches i; et i sont appelées les «inclusions canoniques » de la somme A + B. La fleche ¢ sera
notée [a’,b’], et pour toutes fleches f: A — X etg: B — Y, on posera f+¢g = [i;o f,izog]: A+ B —
X+Y.

EXEMPLE 21 Comme pour le produit, il est intéressant d’identifier la somme dans diverses catégories.
Dans la catégorie des ensembles, la somme est 'union disjointe, généralement notée A II B. En effet, pour
définir une application partant de cette union disjointe, a valeurs dans un ensemble X, il suffit de se donner
une application f de A vers X et une application g de B vers X. Il est clair qu’il existe alors une unique
application ¢ de A1l B vers X telle que p(i1(x)) = f(z) et ¢(i2(y)) = g(y).

Comme précédemment, on pourra vérifier que dans un ensemble préordonné, la somme de z et y (si elle existe)
est sup(z, y), que dans N ordonné par la relation de divisibilité, la somme est le PPCM, que dans la catégorie
des espaces vectoriels réels et applications linéaires, la somme est la somme directe @ (qui est d’ailleurs aussi
le produit). Dans une algebre de Heyting, la somme est la disjonction.

On a bien sir, comme précédemment pour les produits :
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PROPOSITION 25 Si la catégorie C a des sommes binaires, et si 0 est un objet initial dans C, alors,
pour tout objet A de C, les objets A+ 0, A (et 0+A) sont isomorphes via les fleches iy : A — A+ 0et
[14,[]] : A+0— A m

EXERCICE 111 Dans la catégorie des anneaux commutatifs unitaires, montrer que la somme de A
et B est le produit tensoriel A ®z B, et identifier les inclusions canoniques. Montrer par un exemple
que ces inclusions ne sont pas nécessairement des monomorphismes. (voir exercice 91 (page 93))

EXERCICE 112 Exhiber une catégorie qui a un objet initial et un objet final, des sommes et des
produits binaires, et dans laquelle 0 x 0 n’est pas isomorphe a 0.

EXERCICE 113 Soit C une catégorie telle que pour tous objets X et Y, C(X,Y) soit un groupe abélien
et que la composition o : C(Y,Z) x C(X,Y) — C(X, Z) soit Z-bilinéaire. On suppose de plus que C a
un zéro (définition 40 (page 98)) et des produits binaires. Montrer que C a des sommes binaires et
que pour tous objets X et Y, la fleche [(1x,0),(0,1y)] : X+Y — X XY est un isomorphisme (ot pour
tous objets X et Y, 0: X — Y est le composé X — 0 — Y.

EXERCICE 114 Soit n un entier naturel non nul. Montrer qu’il existe une catégorie avec un objet
final 1 et des sommes binaires, dans laquelle le nombre de fleches de 1 vers 1+ 1 est exactement n.

DEFINITION 43 Une catégorie qui a un objet final et un produit pour chaque paire d’objet est ap-
pelée une « catégorie cartésienne ». De méme, une catégorie qui a un objet initial et une somme
pour chaque paire d’objets est appelée une « catégorie cocartésienne ». Une catégorie qui est a la fois
cartésienne et cocartésienne est appelée une « catégorie bicartésienne ».

EXERCICE 115 Montrer qu’on a des isomorphismes entre A x B et B x A, et entre (A x B) x C et
A x (B x C) naturels en A, B et C. Donner des formules explicites et énoncer les propriétés duales.

DEFINITION 44 Un objet X d’une catégorie cocartésienne C est dit « indécomposable » s’il n’est pas
initial et si toute fleche f : X — A + B se factorise a travers 'une des deux inclusions canoniques
ZlA*)A‘FBOuZQB‘)A‘FB

Il est clair que tout objet isomorphe a un objet indécomposable est indécomposable.

EXERCICE 116 Déterminer les objets indécomposables dans Ens et dans la catégorie des graphes.

2.2.4 Exponentielles.

De méme que les produits et les sommes généralisent la conjonction et la disjonction des algebres
de Heyting, les « exponentielles » généralisent I'implication.

DEFINITION 45 Soit C une catégorie ayant des produits. Soient A et B deux objets de C. On considére
la catégorie D dont les objets sont les diagrammes de la forme :

XxA—'sB
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et dont les fleches de l'objet X x A*f>B vers l’objet Y x A—2> B, sont les fleches (de C) X5y,
telles que le diagramme :

XxA ;

leAJ \B
7

Y x A

soit commutatif.

Un objet final dans D, est noté B* x A—>B et est appelé « évaluateur ». L'objet B* est lu « B
puissance A » et appelé une « exponentielle ».

Si un tel objet final existe, il existe alors pour toute fleche X x A—f>B une unique fleche, qu’on

A
notera X ¢>BA, et quon appellera « curryfiée »(37) ou « abstraction » de f, telle que le

diagramme suivant soit commutatif :

DEFINITION 46 Une catégorie cartésienne (resp. bicartésienne) ayant des exponentielles pour tout
couple d’objets est appelée une catégorie « cartésienne fermée » (resp. « bicartésienne fermée »).

On notera qu’une algebre de Heyting n’est rien d’autre qu'un ensemble ordonné qui est une caté-
gorie bicartésienne fermée.( 3%)

EXEMPLE 22 La catégorie des ensembles nous fournit I'un des exemples les plus efficaces pour soutenir notre
intuition. Si A et B sont deux ensembles, 'ensemble des fonctions de A vers B peut jouer le role de B*. Tl est
d’ailleurs d’usage en mathématiques d’utiliser la notation B“ pour cet ensemble de fonctions. Lapplication

B4 x A—=Y5 B est tout simplement celle qui applique une fonction & son argument :
BAxA—=Y 5

(9,0) ————g(a)
Ci-dessus, g est un élément de B*, Cest-a-dire une fonction de A vers B.

Soit maintenant X x A$—B une fonction. Il s’agit de ce qu'on appelle habituellement une « fonction de
deux variables », simplement parce que son ensemble de départ est un produit cartésien de deux ensembles.
On peut la noter :

(z,a) = f(z,a)
On peut également considérer la fonction X — . B4 définie par:
z— (a— f(z,a))
La donnée de h est équivalente a la donnée de f. En effet, on retrouve f exprimé a 'aide de h en écrivant :
f(z,a) = h(z)(a).
37. Du nom du logicien Haskell Curry (1900-1982), I'une des figures marquantes du A-calcul.

38. Et qu’'une préalgebre de Heyting n’est rien d’autre qu’une catégorie bicartésienne fermée dans laquelle tous les dia-
grammes commutent !
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B* est donc bien une exponentielle de B par A dans la catégorie des ensembles, puisqu’a toute fonction

XxA—1>B correspond une unique fonction X —">B* | telle que h(z)(a) = f(z,a), cest-a-dire telle que
evo (h x 1) = f. Bien entendu, ici, h joue le role de A4 (f).

Le diagramme caractérisant la fleche A 4(f) montre qu’on a I'égalité evo (A 4(f) x 14) = f. Lunicité
de A4(f) implique en particulier, en prenant f = ev que A4(ev) = 1za. Enfin, on a une propriété
de naturalité qui s’exprime comme suit. Soit ¢ : Z — X une fleche quelconque. On a le diagramme :

X xA ! B

Mm>>\ /41

AA(fO(LpXIA))XlA BA XA

©X1a

Zx A

et comme evo ((Aa(f)ow)x1a) = fo(px1a),lapropriété dunicité montre que As(fo(px14)) =
Aa(f) o p. En résumé, on a les régles de calcul suivantes concernant les exponentielles :

e evo(Aa(f) x 1a) = f

° AA(ev) = 1BA

e Aa(fol(px1a))=Aa(f)op

De méme que nous avons défini le produit de deux fleches d’une catégorie C par la formule f x g =
(fomi,goms), prolongeant ainsi la notion de produit de deux objets en un foncteur x : C xC — C, on
peut, dans le cas d'une catégorie cartésienne fermée, définir deux familles de foncteurs de C vers C
et de ¢ vers C, agissant sur les objets respectivement par :

Y =YX
X =YX

Pour toute fleche f : Y — Y’ on doit définir une fleche f, : YX — Y'¥. Le candidat évident est la
curryfiée de la fleche f oev : YX x X — Y’. On posera donc f, = Ax(f o ev). Il s'agit bien d'un
foncteur puisque (1y). = Ax(ly ocev) = Ax(ev) =1yx etpour f: Y - Y'etg:Y' - Y",
(gof)e = Ax(gofoev)
Ax(goevo(Ax(foev)x1lx))
= AX(
= g0 [«

goev)oAx(foev)

Pour toute fleche f : X — X’ on doit définir une fleche f* : Y¥ " — Y. A nouveau, le candidat
évident est la curryfiée d’une fleche de YX' x X vers Y. Une telle fleche est ev o (1Iyx x f). On
pose donc f* = Ax(evo (1l x f)).Ona (1x)* = Ax(ev) = 1yx et pour deux fleches f : X — X' et
g: X' — X",

(gof)" = Ax(evo

= ffog”

Note : on évitera de confondre f, : YX — Y™ avec f, : C(X,Y)—=C(X,Y')et f*: v* - v avec
i 0XY)—=C(X,)Y).
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EXERCICE 117 Soit X un objet d’une catégorie cartésienne fermée. Vérifier qu’on a les deux fleches :

[T ot 1oy

et qu’elles sont inverses l'une de lautre.

EXERCICE 118 Soit C une catégorie ayant des exponentielles. On a donc pour tous objets X, A et B
de C la bijection :

C(X x A, B) -2 ¢(X, BA)

Montrer qu’elle est naturelle en X, en A et en B.

EXERCICE 119 Montrer que si dans une catégorie C ayant des produits binaires, deux objets A et
B étant donnés, on a un objet E et, pour tout objet X, une bijection Ay : C(X x A,B) — C(X,E)
naturelle en X, alors une exponentielle de B par A existe.

EXERCICE 120 Soient Z et f : X — Y un objet et une fleche dans une catégorie cartésienne fermée.
Montrer que les diagrammes suivants sont commutatifs :

XZ x
X

EXERCICE 121 Soit C une catégorie bicartésienne fermée, et F : C° — C un foncteur tel qu'on ait
pour tous objets X et Y de C un isomorphisme :

7 vz 7 7y« x I gx o x

—— ZYXYTZ

f

F(X xY)~F(Y)X

naturel en X et en Y. Montrer que pour tous objets X et Y de C, on a un isomorphisme F(X +Y) ~
F(X) x F(Y) naturelen X etenY.

EXERCICE 122 Trouver une catégorie bicartésienne fermée dont l’'objet final 1 n’est pas indécompo-
sable.

EXERCICE 123 Montrer que dans toute catégorie cartésienne fermée qui a un objet initial 0, et pour
tout objet X, l'objet X x 0 est isomorphe a 0. (Comparer avec exercice 112 (page 105))

EXERCICE 124 Montrer que si C et C' sont cartésiennes fermées, alors tous les diagrammes de C
sont commautatifs.

EXERCICE 125 Soit C une catégorie cartésienne fermée qui a un objet initial 0.
(a) Montrer que si X est un objet quelconque de C, il n’y a qu’une seule fleche de X x 0 vers X x 0.
(b) En déduire que toute fleche de cible 0 est un isomorphisme.

(¢) Montrer que si pour tout objet X, on a un isomorphisme X ~ 0(0* ), alors deux fleches quelconques
paralléles de C sont égales.
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EXEMPLE 23 En théorie des ensembles, on définit les « ordinaux » finis, qui sont notés 0, 1, 2, etc... de la
fagon suivante :

0 = ¢ (I'ensemble vide)
1 {0}

2 = {0,1}

3 = {0,1,2}

et d'une manieére générale chaque ordinal fini est I'ensemble des ordinaux qui le précédent.

On peut considérer la catégorie dont les objets sont les ordinaux finis, et dont les fleches sont les applications
(toutes les applications, pas seulement les applications croissantes) entre ordinaux finis.(*®) Cette catégorie
a un objet initial, un objet final, des sommes, des produits et des puissances que nous allons maintenant
construire. Afin d’éviter toute confusion entre les opérations portant sur les entiers naturels et celles portant
sur les objets de la catégorie, nous noterons les objets de la catégorie [0], [1], [2], etc... au lieu de 0, 1, 2, etc...
Par exemple, [n] + [m] représentera la somme des objets [n] et [m] dans notre catégorie, alors que [n + m)|
représentera ’'objet correspondant a I'entier n + m.

Dans la catégorie des ordinaux finis, 'objet initial est [0] et 'objet final est [1]. Notez que pour une fois, ces
objets sont uniques. D’ailleurs, dans cette catégorie, deux objets isomorphes sont égaux. Une telle catégorie
est dite « squelettique ».

La somme dans cette catégorie peut étre définie par :

[Pl +[m] = [n+m]
i(z) = =
iz(y) = n 4+ Yy

Pour nous en assurer, donnons—nous un objet X, et deux applications [n]*f>X et [m]L>X . On doit

montrer qu’il existe une unique application [n + m)] — 2o X, telle que:

sz[n] 50(:17) = f(:r)
Vyemm) (0 +y) = g(y)

11 est clair que 'unique application qui convient est définie par :

ap(:c)z{ f(x) siz<mn

gz —n) siz>n

Le produit dans notre catégorie peut étre défini, pour » non nul, par :

[n] x [m] = [nm]
m(z) = r
m(z) = ¢

ou ¢ et r sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de z par n. Dans le cas ou n
est nul, le produit est [0], c’est a dire 'ensemble vide, et les projections sont I'unique application de 'ensemble
vide vers [0] ou [m] (rappelons que 'ensemble vide est initial dans la catégorie des ensembles, de méme que
dans cette catégorie des ordinaux finis).

Pour vérifier qu’il s’agit bien d'un produit, donnons—nous un objet X et deux applications X —f>[n} et

X *g>[m]. Il s’agit de montrer qu’il existe une unique application X $—[nm} , telle que m o = f et
T2 0 (p = g.

39. Comme on ne va pas tenir compte de 'ordre naturel qui existe sur ces ordinaux, cette catégorie serait peut-étre mieux
nommeée « catégorie des cardinaux finis ».
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Dans le cas ot n est nul, X est nécessairement vide (& cause de I'existence de la fleche f), et le probléeme est
résolu par I'unique application de '’ensemble vide vers lui-méme.

Dans le cas ot n n’est pas nul, les conditions s’écrivent (pour tout x de X) :
o(z) = ng(z) + f(x)

puisque la condition sur le reste de la division, & savoir 0 < f(x) < n est automatiquement satisfaite. Cette
formule définit ¢ sans ambiguité.

Enfin, les puissances dans notre catégorie peuvent étre définies, pour m > 2 par :
)™ = [m"]
ev(f, .T}) = Az
ott ap + a1m + aam® + - - - + an_1m™ " est Pécriture de f en base m.

Sim = 0oum = 1, [m"] est soit vide soit un singleton, et dans ce cas il n’y a qu’un seul choix possible pour
ev, et les conditions sont trivialement satisfaites :

[07] x [n] —==[0]

[17] % [n] —>[1]
Pour le cas m > 2, donnons-nous une application X x [n]*f>[m] Nous devons montrer qu’il existe une
unique application X —w>[m”], telle que ev o (¢ x 1f,)) = f. Cette derniére condition s’écrit :
p(a) = f(z,0) + flz, hm+ - + f(z,n — hm" ™
formule qui définit p sans ambiguité.
EXERCICE 126 Montrer que le produit de la catégorie des ordinaux finis définie dans l'exemple 23

(page 109) est strictement associatif, c’est-a-dire que pour tous objets X, Y et Z de cette catégorie, les
objets (X xY) x Zet X x (Y x Z) sont égaux et que l’isomorphisme canonique :

(m1omy,(me0m1,m2))

(X xY)xZ Xx (Y xZ2)

est la fleche identité.

2.2.5 Caractérisations équationnelles.

Les problemes universels « somme », « produit » et « exponentielle » peuvent s’exprimer « équation-
nellement ».

PROPOSITION 26 Soient A et B deux objets dans une catégorie C. Si P est un objet de C, my : P — A
et mo : P — B, deux fleches de C et (f,g) — (f,g) une fonction envoyant toute paire de fleches
f:X — Aet g: X — Bsurune fleche X — P, de telle sorte que les équations :

7T10<f7g> :f
mo(f,g) =g

(m1,m) =1p

(fig)op=(fop,goyp)

soient satisfaites pour tous objets X et Y, et toutes fleches f : X — A, g: X — Bet ¢:Y — X, alors
(P, 1, o) est un produit de A et B dans C.
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En effet, si (X, f,g),avec f : X — Aetg: X — B est un cone quelconque sur A et B, la fleche (f, g) :
X — P est un morphisme de cones par les deux premieres équations. Si ¢ : (X, f,g9) — (P, 71, 72)
est un autre morphisme de cones, alors :

Y = <771,7T2>0<P
- <77109057T2090>
= (f.g)m

On a bien siir une proposition symétrique pour les sommes :

PROPOSITION 27 Soient A et B deux objets dans une catégorie C. Si S est un objetde C, i, : A — Set
ia : B — S, deux fleches de C et (f,g) — [f, g] une fonction envoyant toute paire de fleches f : A — X
et g: B — X sur une fleche S — X, de telle sorte que les équations :

o [f,gloir=f

o [f.gloir=g

o [i1,is] = 1g

° polf,gl=lpof ooy

soient satisfaites pour tous objets X et Y, et toutes fleches f : A - X, g: B — Xetp: X =Y, alors
(S,i1,12) est une somme de Aet BdansC. 1

Les exponentielles se laissent elles-aussi caractériser équationnellement.

PROPOSITION 28 Soient A et B deux objets dans une catégorie cartésienne C. Si E est un objet de C,
ev: E x A— Buneflechede C et f — Aa(f) une fonction envoyant toute fleche f : X x A — B sur
une fleche X — E, de telle sorte que les équations :

® evo (AA(f) X ]-A) = f

o Ap(ev) =1g

o Aa(f)op =Aa(fo(px1a))

soient satisfaites pour tous objets X et Y, et toutes fleches f : X x A — B,et ¢ : Y — X, alors (E,ev)
est une exponentielle de B par A dans C.

En effet, donnons-nous une fleche quelconque f : X x A — B. On a la fleche A4(f) : X — E, etla
premiére équation montre que le diagramme :

XxA % B
f)xx{ /
BAx A
est commutatif. Il reste & montrer que A4 (f) est la seule fleche ayant cette propriété. Soit donc
¢ : X — E une autre fleche telle que evo (9 x 14) = f.On a :
¢ = Aalev)oyp
= AA(ev o ((p X IA))
Aa(f)m
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On verra au chapitre 4 que les équations de la proposition ci-dessus sont les versions catégoriques
des équations qui fondent le A-calcul. La premiere et la troisiéme se combinent pour donner la
B-équivalence. Le seconde correspond a la n-équivalence. Ceci n’a bien sir rien d’étonnant puisque
le probléeme universel des exponentielles constitue une définition de la notion de fonction.

Bien entendu, les notions d’objet initial ou final se laissent elles ausssi caractériser équationnelle-
ment. Dans le cas de 1'objet final ceci se résume a demander un objet 1, et une fonction qui a tout
objet X associe une fleche () : X — 1. Les équations sont () = 1si X = 1 et () oo = (). Dans le
cas d’un objet initial, on demande un objet 0 et une fonction qui envoie tout objet X sur une fleche
[]:0— X. Les équationssont [ | =1si X =0etgpo[] =[]

2.2.6 Langages de programmation fonctionnelle.

La caractérisation équationnelle des sommes, des produits et des exponentielles constitue 'essence
des langages de programmation fonctionnelle. En effet, elle constitue un langage de progammation,
avec notions de « type de données » et de « programme » de la facon suivante :

e on a un type noté 1 (objet final) et un type noté 0 (objet initial).
e pour tous types X et Y,onalestypes X +Y, X x Y et yX,

e on a les programmes « primitifs» i; : X - X +Y,4 :Y - X +Y,m : X xY — X,
T : X xY =5Y,ev:YXx X Y,

e pour tout type X des programmes () : X - 1et[]:0— X,

e pour tous programmes f: Z — X et g: Z — Y, on a le programme (f,g) : Z - X x Y,
e pour tous programmes f: X — Zetg:Y — Z, on a le programme [f,g]: X +Y — Z,
e pour tout programme f : X x Y — Z, on a le programme Ay (f) : X — Z7,

e et bien sir un programme identité 1 : X — X pour tout type X, et la possibilité de composer
des programmes f : X — Y et g : Y — Z pour obtenir un programme go f : X — Z.

Voila pour la « syntaxe » du langage. La « sémantique » (équationnelle) est quant a elle définie par
les équations de la section précédente.

En réalité, ce qui est décrit ci-dessus est une forme compilée d’'un langage de programmation fonc-
tionnelle. Nous examinerons les détails de cette compilation au chapitre 4. Pour le moment, nous
nous contentons de quelques remarques reliant les concepts définis ci-dessus a la programmation
réelle.

Un produit X x Y de types de données correspond, par exemple en langage C, a une structure a
deux champs :

struct {
X a;
Y b;

}

ou les symboles a et b (les noms des champs, aussi appelés « destructeurs ») sont les deux projections
m et mo. Remarquons au passage qu’on applique une telle projection 4 une donnée s du type de cette
structure en écrivant s.a, c’est-a-dire en placant la fonction a apres son argument s. Dans d’autres
langages cette méme expression peut étre écrite indifféremment s.a ou a(s). L'expression (f, g)
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correspond en langage C a la création d’'une instance de cette structure. Cela peut nécessiter une
allocation de mémoire, mais dans des langages qui gerent la mémoire automatiquement, ce qui
est le cas des langages fonctionnels en général, elle est automatique, et (f, g) s’écrira par exemple
(f,g), 'espace nécessaire au stockage de cette paire étant automatiquement réservé a I'exécution
de cette expression. L'opération (f, g) — (f, g) est appelée un « constructeur ».

La somme est généralement mal comprise des informaticiens, et en particulier, peu sont conscients
du lien structurel qui existe entre sommes et conditionnelles. L'expression [f, g] est en effet une
« conditionnelle ». Ensemblistement, la fonction [f,g] : X +Y — Z agit sur un élément de 'union
disjointe X +Y en distinguant deux cas. Si '’élément a de X +Y appartient a X, alors [f, g] agit sur
a par 'intermédiaire de f. Si au contraire a appartient a Y, alors [f, ¢] agit sur a par 'intermédiaire
de g. En langage Anubis par exemple, 'élément [f, g](a) de Z serait représenté par 'expression :

if a is
{
i(x) then f(x),
j(y) then g(y)
}

ou nous avons noté i et j les deux inclusions canoniques de X et Y dans X + Y. Ceci ne fait rien
d’autre qu’exprimer la propriété universelle du diagramme :

X

[f.9]

X+Y ——=7

i

Y

La conditionnelle traditionnelle
if ... then ... else ...

qu’on trouve dans tous les langages de programmation, correspond au cas particulier de la somme
1+ 1 qui définit les booléens. Il n’y a bien siir aucune raison valable de se limiter a ce type de
conditionnelle. La notion de «filtrage » qu’on trouve en langage Lisp (pour lequel elle a été inventée)
et dans les langages fonctionnels, n’est pas issue d’une interprétation des sommes, mais de la
structure des listes (un type de listes est toutefois une somme récursive). Les deux concepts, a
savoir le filtrage et conditionnelles déduites des sommes, se rejoignent a posteriori car on peut voir
le filtrage comme une maniere de simplifier la syntaxe des conditionnelles emboitées.

Enfin, les exponentielles sont ce qu’en programmation on appelle des « types fonctionnels » (ce qui
doit étre clair puisque dans la catégorie des ensembles, Y* est I'ensemble des fonctions de X vers
Y). Une expression E(z,y) ayant des occurrences libres des variables z et y (pour simplifier, on
ne considere que deux variables) donne naissance a la fonction qu’on note = — E(x,y) en mathé-
matiques. Cette derniére expression ne contient plus d’autre variable libre que y. Si on écrit une
telle expression dans un contexte o1 y est censé avoir une valeur, la fonction qu’on fabrique, qui
est une donnée et pour laquelle la notion de variable libre n’a donc pas de sens, « se souvient » de
cette valeur de y, qui est donc stockée a I'intérieur de la fonction elle-méme.(*°) C’est comme cela

40. Par un mécanisme qu’on appelle « fermeture » (en anglais : « closure »).
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que les choses se passent dans les langages qui sont réellement « fonctionnels ». Dans le langage
C, qui est faussement fonctionnel, les fonction ne se souviennent pas du contexte de leur création,
et vont donc chercher les valeurs de variables comme y a des endroits ou leur signification peut
avoir changé, provoquant ainsi des fautes parfois tres difficiles a détecter. En fait ce mécanisme
fautif est la réalisation au moment de I'exécution du mécanisme fautif de la « capture de variable »
que nous discuterons au chapitre 4. Les langages orientés objet de la famille du C, compensent ce
défaut dans une certaine mesure avec les objets qui peuvent se souvenir eux aussi de valeurs. Les
fonctions attachées a ces objets (les « méthodes » de 'objet) ont donc acces a ces valeurs. Malgré
cela, un mécanisme fonctionnel correct est beaucoup plus souple et conceptuellement plus simple
que le concept objet pour ce qui concerne le fait d’encapsuler des valeurs dans des données dont le
type n’a éventuellement rien a voir avec les types de ces valeurs.

Bien entendu, 'opération notée — ci-dessus correspond a Ax() et ev permet d’appliquer une fonc-
tion a son argument.

Comme on s’en doute, dans un langage réel, on ne se limite pas a des produits ou des sommes
binaires. Malgré cela, tous les principes permettant de modéliser la partie déterministe(*!) des
langages fonctionnels sont présents dans les trois notions catégoriques de somme, produit et expo-
nentielle.

2.2.7 Produits fibrés et sommes amalgamées.

Ce que nous avons fait avec deux objets A et B pour définir la notion de produit, nous pouvons le
refaire avec plus d’objets, et méme avec des objets et des fleches, c’est-a-dire avec un diagramme.
On le fera en toute généralité plus loin dans la section consacrée aux limites (section 2.2.10 (page
123)). Pour I’heure, nous examinons le cas particulier des produits fibrés, a cause de son importance,
et méme de son omniprésence dans tout ce qui va suivre.

Prenons cette fois un diagramme de la forme suivante dans la catégorie C :

B

|

A—s

!

diagramme qu’on appellera un « gnomon ».(*2)

Un «cone » sur ce gnomon est la donnée de trois fleches de source commune X (le « sommet » du

cone), et de cibles respectives A, B et C' rendant commutatif le diagramme suivant :
x-2.p
L\
a g
A——C
f
En fait, il est inutile de se donner la fleche v : X — C, puisqu’on la retrouve comme f o a ou g o S.

On peut donc considérer un cone sur ce gnomon comme un couple («, ) (ou un triplet (X, «, 8)), ou
les fleches a: X — Aet 3: X — B sont tellesque foa=gof.

41. Cest-a-dire ne produisant pas d’effet de bord et ne lisant pas I'état de variables, ou le mot variable est entendu dans
un sens tres général. Par exemple, les fichiers et les connexions réseau sont des variables.

42. Le « gnomon » est a l'origine I'aiguille (le baton) d'un cadran solaire. Par extension, ce mot désigne aussi le couple
formé par cette aiguille et son ombre. Dans le diagramme ci-dessus, g joue le role de I’aiguille et f le role de 'ombre.
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Un morphisme de cones de (X, «, 8) vers (Y, a,b) est une fleche ¢ : X — Y, entre les sommets des
cones, telleque aop=aetbop=7:

X
B

\

o Y?B
!
A——=C

f

Il est clair que pour tout gnomon, on a une catégorie des cones sur ce gnomon.

DEFINITION 47 Un objet final (P, a,b) dans la catégorie des cones sur le gnomon

A*f>C<g7B

est appelé un « produit fibré de f et g», ou un « produit fibré de A et B au dessus de C ». Le dia-

B
|
C

est alors appelé un « carré cartésien », et la fleche a est appelée un « pullback » de g le long de f (de
méme que b est un pullback de f le long de g).

gramme :

b
—_

f

Lobjet P pourra étre noté Pf(f,g). Les fleches a et b pourront étre notées m; et mo et appelées la
« premiere projection » et la « seconde projection » du produit fibré, ou notées respectivement wif 9) ot
wgf 9) pour indiquer & partir de quoi elles ont été construites.

Sip: X — Aet: X — B sont deux fleches telles que f o p = g o), Uunique fleche 0 : X — P telle
que T 00 = p et my 0 6 = 1) sera notée (p, ).

X .

o (o)

RN
P

7\'1‘/
A

EXERCICE 127 Montrer que la catégorie des ensembles a des produits fibrés, donnés par les dia-
grammes :

2

- > C

{(a,0) € Ax B f(a) = g(b)}

-| l

A c
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On notera que Pf(f, g) est en général un objet distinct de Pf(g, /) de méme que le produit A x B est
en général un objet distinct du produit B x A. Les deux fleches ﬂf 9) et wég ) bien que toutes deux
de cible A sont en général des fleches distinctes puiqu’elles ont respectivement Pf(f, g) et Pf(g, f)
comme objet source. Par exemple dans le cas de la catégorie des ensembles, la source de w%f 9 est
I'ensemble {(a,b) € Ax B | f(a) = g(b)}, alors que la source de wé‘“f) est {(b,a) € BxA| f(a) = g(b)}.
Il n’en reste pas moins vrai que Pf(f, g) et Pf(g, f) sont deux produits fibrés de f et g, et qu’ils sont

bien siir canoniquement isomorphes via les fleches (my, ).

Il arrive toutefois que les objets A x B et B x A soient identiques. Dans ce cas, la projection 7 :
A x B — A du premier produit peut de plus étre identique a la projection 75 : B x A — A du second
produit. C’est ce qu’il se passe dans le cas de la catégorie des ordinaux finis (exemple 23 (page 109)).

EXERCICE 128 Soit
B

—_—

—_

X B
A ; C
un carré cartésien dans une catégorie C ayant des produits binaires.

Montrer que la fleche :
x % AxB

est un monomorphisme.

EXERCICE 129 Dans une catégorie C, soit le diagramme commutatif :

a B

A——B——=C
f ig \Lh
Z

X——Y >
u v

qui contient les trois « carrés » ABXY, BCY Z et ACXZ, qu’on appellera respectivement « gauche »,

«droit » et « extérieur ».

(a) Montrer que si les carrés gauche et droit sont cartésiens, alors le carré extérieur est cartésien.
(b) Montrer que si les carrés droit et extérieur sont cartésiens, alors le carré gauche est cartésien.

(c) Exhiber un exemple pour lequel les carrés gauche et extérieur sont cartésiens, et le carré droit
non cartésien.

Il y a une analogie( 43) entre le résultat de exercice ci-dessus et les propriétés de limplication. En effet,
considérons I'’énoncé F' <= E. On peut noter les faits suivants : (a) si F et F sont vrais alors F' < F est vrai,
(b) si E et F' < F sont vrais alors F est vrai. Mais il se peut que (¢) F et F' < F soient vrais sans que F soit
vrai.

EXERCICE 130 Soient X ! YV, e—">e v Y des fleches dans une catégorie qui a des produits

fibrés. On pose ¢ = 1) o u. Soient ¢’ : @ — X et 1)’ : @« — X des pullbacks de ¢ et ) le long de f.

43. qui m’a été signalée par Jérome Jean-Charles.
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(a) Montrer qu’il existe une unique fleche v’ rendant commutatif le diagramme :

ol\ /w, .A
X Y

f

(b) Montrer que les trois carrés du « prisme » ci-dessus sont cartésiens.

(c) Soient maintenant des fleches « et [3 telles que le carré (p,v, «, B) du diagramme ci-dessous soit

cartésien.
8 S
/ / / /
P
“‘\Y

[ ]
\ /w/ g
v X

[}
f
On construit o' comme pullback de o le long de ), et la fleche 5’ rendant ce « cube » commutatif est
donnée par la question (a). Montrer que toutes les faces de ce cube sont des carrés cartésiens.

EXERCICE 131 Montrer que si le carré :

h
—_—

A
:
B

est cartésien, alors g et h ont une section commune.

B
|
c

P

!

EXERCICE 132 Soit f: X — Y une fleche d’une catégorie cartésienne. Montrer que

x— 71 .y x—71 .y
<f71>i lA <1,f>l lA
et
YxX——Y XY XxY——YxY
1xf fx1

sont des carrés cartésiens.

EXERCICE 133 Montrer que dans toute catégorie, tout pullback d’un monomorphisme est un mono-
morphisme.

EXERCICE 134 Montrer que dans une catégorie C qui a un objet final 1, une fleche f : X — Y est un
isomorphisme si et seulement si le carré :

O

X ——>

f

—_—<—
—

Y ——>
O

est cartésien.
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EXERCICE 135 Dans une catégorie quelconque, montrer que f : X — Y est un monomorphisme si
et seulement si
X tox

T

X——Y
f
est un carré cartésien.

EXERCICE 136 Dans une catégorie cartésienne, montrer que f : X — Y est un monomorphisme si
et seulement si

X——Y

est un carré cartésien.

EXERCICE 137 Soient f : X — Y et g: Z — T deux fleches dans une catégorie qui a des produits

binaires. Montrer que le carré :

Zxx—2Y Crxx

1xf Ixf

XY —-TxY
gx1

est cartésien.

EXERCICE 138 Dans une catégorie qui a des produits binaires, montrer que si le carré :

x-?.7

est cartésien, il en est de méme de :

Ux X 9 Ux2z

1Xfi llxk

UxY ——UxT
1xh
pour tout objet U.
EXERCICE 139 Montrer qu’un diagramme de la forme :

f

X———7

X+Y ——7+T
f+g
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est toujours un carré cartésien dans Ens, mais qu’il existe des catégories bicartésiennes fermées dans
lesquelles un tel diagramme peut ne pas étre un carré cartésien.

EXERCICE 140 Montrer que si les deux carrés :

xX—2s7 Xy
N
YT>T Y ——=1T'

h

sont cartésiens, il en est de méme de :

Xx X 29, zwz

fxf’i ikxk’

Y xY ——=TxT'
hxh'

EXERCICE 141 (d’aprés A. Burroni(**)) Soit g : B — C une fleche dans une catégorie C. On suppose
qu’on a une fonction qui envoie toute fleche f : X — C de cible C sur un triplet (Py,ay,bs), ot Py est
un objet de C, et ot ay et by sont des fleches de P; vers X et B respectivement. On suppose également
qu’on a une fonction qui envoie toute fleche ¢ : X — B de cible B sur une fleche 0y : X — Pyoy. Enfin

on suppose qu’on a une fonction qui a tout couple de fleches Y . X R C associe une fleche
9? : Pro, — Py. De plus on suppose que ces données satisfont les six équations suivantes pour toute
fleche f de cible C, ¢ de cible B, toute fleche ¢ et toute fleche v de cible Py :

° gobf:foaf

® agoy 0Ny = lx

bgoy © 1y =1

as 007 = poase,

bf OQ? = bfcw
. H;fou O Mpsor =V

Montrer que g a un pullback le long de toute fleche de cible C.

Une « somme amalgamée » est un produit fibré dans la catégorie opposée.

2.2.8 Le foncteur des sous-objets.

Si la catégorie C a des produits fibrés, 'application Sub : Ob(C) — Ens (section 2.1.11 (page 93))(*5)
peut étre prolongée en un foncteur de C” vers Ens. En effet, si f : A — B est une fleche de C et
m : X — B un monomorphisme représentant un sous-objet de B, le pullback de m le long de f :
7r§f ™) .Y — Aestun monomorphisme (exercice 133 (page 117)) et représente donc un sous-objet de
A. Sim/ est un autre représentant du méme sous-objet de B, alors il résulte de ’exercice 130 (page
116) que tout pullback de m’ est un monomorphisme équivalent & tout pullback de m. On pose donc

44. Communication personnelle.
45. Rappelons qu’on suppose implicitement que pour tout objet X de C, Sub(X) est un ensemble.
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Sub(f)([m]) = (7r§f ’m)}. Bien entendu, m étant pullback de lui-méme le long de la fleche identité,
on a Sub(1p) = lgup(p)- Si on a deux fleches

A-t.p . ¢
et sim : X — C est un monomorphisme, le pullback le long de f du pullback de m le long de g est

un pullback de m le long de go f d’aprés Pexercice 129 (page 116). Il en résulte que Sub : ¢ — Ens
est un foncteur, qu'on appelle le « foncteur des sous-objets ».

Noter qu’il résulte également de l'exercice 130 (page 116) que l'application Sub(f) : Sub(B) —
Sub(A) est croissante pour l'ordre de l'inclusion.

EXERCICE 142 Soit C une catégorie qui a des produits fibrés. Montrer que pour tout objet X de C
lensemble ordonné Sub(X) a des bornes inférieures (inf) binaires, et que pour toute fleche f : X — Y,
Papplication Sub(f) : Sub(Y) — Sub(X) préserve les bornes inférieures.

EXERCICE 143 Soit C une catégorie qui a des produits fibrés.

(a) Montrer que si m : X — Y est un monomorphisme, alors Sub(m) : Sub(Y) — Sub(X) est
surjective.

(b) Montrer par un exemple que si e : X — Y est un épimorphisme, Sub(e) : Sub(Y) — Sub(X)
n’est pas nécessairement injective. (%)

2.2.9 Egaliseurs et coégaliseurs.

Donnons-nous deux fleches paralléles f,g : X — Y. On peut considérer la catégorie dont les objets

sont les fleches ¢ : Z — X telle que f o e = g o ¢ (autrement dit, les fleches qui « égalisent » f et g

par la droite), et dont les fleches de e : Z — X vers ¢’ : Z/ — X sont les fleches ¢ : Z — Z' de C,
Z

telles que e’ op = e :
\ f
"
/ g

Plus généralement, on peut considérer une famille (f; : X — Y);c; de fleches paralléles, et consi-
dérer la catégorie des fleches qui « égalisent les f; par la droite », dont les objets sont les fleches
e:Z — X telles que V;er Vjer fioe = fjoeet dont les flechesdee: Z — X verse’ : Z' — Y sont les
fleches ¢ : Z — Z’ telles que ¢’ o ¢ = e.

7

Z/

DEFINITION 48 Soient (f; : X — Y);cr une famille de fleches paralléles dans une catégorie C. Un
«égaliseur » des f; est un objet final dans la catégorie des fleches qui égalisent les f; par la droite.
Un « coégaliseur » des f; est un objet initial dans la catégorie des fleches qui égalisent les f; par la
gauche. Dans le cas ou I est un ensemble a deux éléments, on parlera d’égaliseur et de coégaliseur
« binaire ».

46. On verra qu’elle est toujours injective si C est un topos.
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EXEMPLE 24 Pour aider l'intuition, on peut, comme d’habitude, regarder ce que cela signifie dans la caté-
gorie des ensembles. Une application e qui égalise les applications f et g par la droite est simplement une
application dont I'image est contenue dans le sous ensemble :

E={zeX|f(z)=yg()}

de X. Parmi elles, on trouve l'inclusion 7 : E — X. C’est cette inclusion qui est ’égaliseur de f et g, puisque
toute e qui égalise f et g par la droite se factorise de maniére unique a travers i. On remarque que 7 est
injective. C’est un phénomeéne général.

PROPOSITION 29 Tout égaliseur est un monomorphisme (et donc tout coégaliseur est un épimor-
phisme).

Soit ¢ : E — X un égaliseur des fleches f; : X — Y, et soient o, 3 : Z — FE deux fleches telles que
eoa = eo (.1l sagit de montrer que oo = 3.

@ fi
Z~—  =FE c X— . Y
~ :
3 aA \_/
7z

sjoeoa = fioeoa, pour tous ¢ i, o uniqu isati eoqd vers e.
Comme y our tous i et j, o est I'unique factorisation de a travers e. De
méme, 3 est 'unique factorisation de e o 5 a travers e. Comme eoa =cofS,onaa = £.1

EXEMPLE 25 La situation duale des coégaliseurs mérite aussi notre attention « ensembliste ». Considérons
cette fois-ci, toujours pour deux applications paralleles f,g : X — Y, les applications qui égalisent f et g par
la gauche. Parmi elles, on trouve la projection p de Y sur son quotient par la relation d’équivalence engendrée
par:
y~y si et seulement si e X flx)=yAglz) =1y

C’est cette projection qui est le coégaliseur de f et g. En effet, si ¢ : Y — Z égalise f et g par la gauche, les
éléments f(z) et g(z) de Y ont méme image par I'application ¢, laquelle se factorise donc en une application
1 a travers la projection p.

i
X Y —" Y/~
g
° ¥
v
Z

Cette factorisation est bien siir unique, car deux représentants y et ' d'une méme classe d’équivalence sont
liées, par définition de la «relation d’équivalence engendrée », par un zig-zag (fini) de la forme suivante :

AN

Tous les éléments de la ligne inférieure ont la méme image par ¢, qui doit donc aussi étre 'image de notre
classe d’équivalence par ).

On peut éventuellement se demander pourquoi la situation des coégaliseurs a 'air plus complexe que celle
des égaliseurs, alors qu’il s’agit du probléme dual. Ce phénomeéne est di a 'asymétrie de la catégorie Ens des
ensembles, asymétrie dont la cause est la définition de la notion de fonction, notion profondément asymétrique
quand on 'exprime a I'aide d’éléments. Ce n’est bien str pas un probléme inhérent a la notion de coégaliseur.

Les égaliseurs et coégaliseurs généralisent donc les notions ensemblistes de sous-ensemble et d’en-
semble quotient. Il doit étre clair qu’elles ont un rapport avec les notions de produit fibré (en-
semblistement, un sous-ensemble d'un produit) et de somme amalgamée (ensemblistement, un
quotient d’'une somme).



122 Chapitre 2. Behaviorisme.

EXERCICE 144 Montrer que e : E — X est un égaliseur de f,g: X — Y si et seulement si le carré :

E
X

—°. X

ig

—_—
f
est un produit fibré. Montrer que le carré :

B

P——
Y
est un produit fibré si et seulement si (o, 8) : P — X XY est un égaliseur de fom,goms : X XY — Z.
Enoncer les propriétés duales.

NT%

E——
f

En algebre linéaire, on a la notion de noyau d’'une application linéaire f : £ — F, définie par
ker(f) = {z € E'| f(z) = 0}. En fait, plus que I'image réciproque de 0, ¢’est un outil pour caractériser
les paires d’éléments ayant méme image par f, puisque deux éléments de E ont méme image par
f si et seulement si © — y € ker(f). Dans le cas d’ensembles sans structure additive, on a un outil
similaire. Il s’agit cette fois non pas d’'un sous-espace de F, mais d'un sous-ensemble de E x F,
précisément 'ensemble {(z,y) € ExX E | f(z) = f(y)}. Plus généralement, dans une catégorie ayant
des produit binaires et des égaliseurs, ce sous-ensemble pourra étre vu comme un sous-objet de
E x E, et c’est clairement ’égaliseur des deux fleches f o 7w, fomy : E x E — F. Un tel sous-objet
e — E x F peut aussi étre vu comme une paire de fleches ¢, : ¢ — E, et c’est en général sous cette
forme qu’est présentée la notion de « paire noyau »(*’) en théorie des catégories.

EXERCICE 145 Soit f : X — Y une fleche dans une catégorie qui a des produits fibrés. Montrer
que la paire noyau (définition ci-dessus) (p,1) de [ existe et qu’elle est caractérisée par les faits
équivalents que l'un quelconque des carrés suivants est cartésien :

P

o—g>Y — X

[ ]
<wﬁ>l iA Wi f
X

XxX——=YxY —Y
Ixf f

Note : La fleche (¢, ¢) est un monomorphisme, mais il se peut que ni ¢ ni 1) ne soient des monomorphismes.

DEFINITION 49 La fleche w dans le diagramme :

f
A ™
X Y By—— ——qQ

t s

est appelée un « coégaliseur scindé »de fet gsimof=mog mos=1¢g, fot=1yetgot=som.

47. En Anglais : « kernel pair ».
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EXERCICE 146 Montrer que si 7 est un coégaliseur scindé de f et g, alors 7 est un coégaliseur de f
et g. Montrer qu’il existe des coégaliseurs non scindés.

Voici une interprétation ensembliste des coégaliseurs scindés. Rappelons que @ peut étre vu comme le quotient
de Y par la relation d’équivalence engendrée par la relation binaire définie sur Y par y ~ ¢’ si et seulement
si il existe z € X tel que f(z) = y et g(x) = y'. Dans le cas d’un coégaliseur scindé, la fleche s : Q — Y est une
sectionde 7 : Y — Q (mos = 1¢). Cette application associe donc a chaque classe d’équivalence un représentant
de cette classe, qu'on appelera le «représentant canonique » de cette classe. La fleche ¢t : Y — X est une section
de fetonagot=som,cequiveut dire que partant dun y € Y, on obtient un élément z = ¢(y) € X dont les
images par f et g sont y et le représentant canonique de la classe de y. On voit donc que tout élément de Y
est relié a son représentant canonique par un zig-zag (voir 'exemple 25 (page 121)) composé d’une seule paire
de fleches. Dés lors, si deux éléments y et 3y’ de Y sont équivalents, il existe un zig-zag composé de seulement
deux paires de fleches qui les relie entre eux, comme dans le diagramme ci-dessous :

On voit donc que les deux fleches s et ¢ apportent respectivement des solutions aux deux problémes suivants :
trouver le (un) représentant canonique d’une classe, et trouver un zig-zag reliant entre eux deux éléments
équivalents.

DEFINITION 50 Un coégaliseur w de deux fleches f et g est dit « absolu » si pour tout foncteur F,
F(7) est un coégaliseur de F(f) et F(g).

Il est immédiat que tout coégaliseur scindé est absolu.

2.2.10 Limites et colimites.

Les notions d’objet final, de produit, de produit fibré et d’égaliseur sont des cas particulier de
la notion de «limite ». Bien entendu, il y a des constructions duales, les « colimites », dont font
partie les notions d’objet initial, de somme, de somme amalgamée et de coégaliseur. Ceci dit, les
limites et les colimites sont elles-mémes des cas particuliers d’objets finals et initiaux. En fait, tous
ces concepts se refletent les uns dans les autres, et un seul d’entre eux pourrait en principe nous
suffire. Cela reste théorique, car on a besoin d’étre familiarisé avec chacun d’entre eux pour pouvoir
les utiliser efficacement.

On a vu (définition 24 (page 72)) qu'un G-diagramme dans une catégorie C est un morphisme du
graphe G dans le graphe sous-jacent a C, ou de maniere équivalente, un foncteur de la catégorie 7
engendrée par G vers C (proposition 19 (page 74)). On parlera plus volontiers de Z-diagramme que
de G-diagramme, mais pour simplifier les dessins de diagrammes on ne représentera en général
d’'un Z-diagramme donné que le G-diagramme correspondant pour un certain graphe G dont il sera
toujours évident qu’il engendre Z. Par ailleurs, si X est un objet quelconque de C, on a le foncteur
de Z dans C qui envoie tout objet de Z sur X et toute fleche de Z sur 1x. Ce diagramme sera appelé
le «Z-diagramme constant sur X », et sera noté A(X). Remarquer que A est alors un foncteur de C
vers CT, généralisant le foncteur diagonal C — C x C = C? (d’ot1 sa notation). Si f : X — Y est une
fleche de Z, la fleche A(f) : A(X) — A(Y) est la transformation naturelle qui envoie tout objet i de
7 vers la fleche f : X — Y de C. On peut vérifier que le foncteur A est juste le curryfié Az(m;) de la
projection m; : C X Z — C.
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EXEMPLE 26 Si la catégorie 7 est engendrée par le graphe :
i— i Yok
alors pour tout fleche f : X — Y de C, la fleche A(f) : A(X) — A(Y) peut étre représentée par :
X—tsx_—1oXx
4o
y 4>y 1oy

ou la ligne supérieure est le diagramme constant A(X) et la ligne inférieure le diagramme constant A(Y").

DEFINITION 51 On appelle « cone » de sommet X sur le diagamme d : T — C une transformation
naturelle v : A(X) — d du Z-diagramme constant sur X vers d. Dualement, un « cocéne » de sommet
X sur d est une transformation naturelle v : d — A(X) de d vers le I-diagramme constant sur X.

Un cone v : A(X) — d sera souvent noté (; : X — d;);cob(z)-
EXEMPLE 27 Considérons la catégorie 2 qui est I'ensemble ordonné {0,1}. Un 2-diagramme d est de la

forme : X I Y (en oubliant les fleches identités). Un cone de sommet S sur ce diagramme est constitué
des objets et fleches suivants :
S S
T\L \Ly
X Y

ol S—>5 estle 2-diagramme constant sur S. Comme il y a deux objets dans la catégorie 2, il y a deux
fleches x et y dans le cone, c’est-a-dire dans la transformation naturelle du 2-diagramme constant sur S vers
le diagramme d. La naturalité de cette transformation se traduit ici par I'égalité y o 1s = f o x, c’est-a-dire
y = f ox. En général on représente un tel cone comme ceci :

S
X ——Y
f

1
-

P

f

ce qui justifie ’'appellation de « cone ».

Il y a une notion évidente de morphisme de cones (resp. de cocone) sur un diagramme d donné :

DEFINITION 52 Soit d : T — C un I-diagramme dans C, et soient v : A(S) — det § : A(T) — d deux
cones sur d. Un « morphisme » de ~ vers ¢ est une fleche f : S — T de C telle que § o A(f) = 7. De
méme, si v :d — A(S) et § : d = A(T) sont deux cocénes sur d, un morphisme de ~ vers § est une
fleche f: S — T de C telle que A(f) oy = 0.

Par définition de A, A(f)(i) = f pour tout objet i de Z. Les diagrammes ci-dessous représentent
le morphisme de cones et le morphisme de cocones dont il est question dans la définition, ou la
représentation du diagramme d se limite a I'image par d d’une fleche ¢ : i — j de 7 :

—f>T

T\

Yi
d

l

K3 d¢
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La condition § o A(f) = v (dans le cas des cones) se traduit par J; o f = 7; pour tout objet i de Z. De
méme, la condition A(f) oy = ¢ se traduit par f oy; = d; pour tout objet i de Z.

DEFINITION 53 Une «limite » (resp. « colimite ») du diagramme d : T — C est un objet final (resp.
initial) dans la catégorie des cones (resp. cocones) sur d. Un tel objet final (resp. initial) sera appelé
un « cone limite » (resp. « cocone colimite ») du diagramme d.

Par abus de langage, et quand ceci ne préte pas a confusion, c’est le sommet du cone limite (resp. du cocéne
colimite) qui est appelé la limite (resp. la colimite) du diagramme.

EXERCICE 147 Soit C une catégorie, et soit T une catégorie ayant un objet initial. Vérifier que tout
I-diagramme de C a une limite.

DEFINITION 54 Soit I : C — D un foncteur et I une catégorie. On dit que :

o F' «préserve » les T-limites si I'image par F de tout cone limite sur un Z-diagramme d de C est
un coéne limite sur le Z-diagramme F o d de D.

o F «reflete » les T-limites si tout cone sur un Z-diagramme d de C dont l'image par F est un
cone limite sur F o d, est lui-méme un coéne limite sur d.

e F «crée» les I-limites si pour tout Z-diagramme d de C tel que F o d ait un céne limite 9, il
existe un unique coéne vy sur d, tel que F(v) = § et si de plus - est un céne limite sur d.

e F «crée les Z-limites a isomorphisme prés » si pour tout Z-diagramme d de C tel que F o d
ait un céne limite 0, il existe un céne, unique a isomorphisme pres, v sur d, tel que F(v) soit
isomorphe a 6 (ou, ce qui revient au méme, tel que F(v) soit un céne limite). De plus, v est un
cone limite.

On définit les mémes notions pour les colimites, en remplacant partout « limite » par « colimite » et
«cbne » par « cocéne ».

Remarquer que la différence essentielle entre « reflete » et « crée » est que dans le cas de « crée », aucun coéne
sur d n’est donné a 'avance. Bien siir, « crée » est plus fort que « crée a isomorphisme pres ».

EXERCICE 148 (a) Montrer que tout foncteur F' : C — D qui crée les I-limites (strictement ou a
isomorphisme pres) reflete les I-limites.

(b) Montrer que tout foncteur F' : C — D qui crée les Z-limites, préserve les Z-limites si D a toutes les
Z-limites.

EXERCICE 149 Montrer que le foncteur P : Ens — Ens, qui associe & tout ensemble son ensemble
de parties et & toute application f : X — Y lapplication image réciproque f~ : P(Y) — P(X),
reflete les produits binaires. (%)

EXERCICE 150 Montrer que tout foncteur F : C — D qui crée les coégaliseurs (binaires) et refléte les
limites finies est fidéle.

EXEMPLE 28 Le foncteur d’oubli de la catégorie des corps vers celle des ensembles ne préserve pas les
produits. En effet, le produit des corps Z/27Z et Z/2Z est Z /27 (exemple 19 (page 102)), alors que le produit de
deux ensembles a 2 éléments a 4 éléments.

48. Il s’agit ici de faire cet exercice « a la main ». On montrera plus loin que dans tout topos, le foncteur P crée les limites
a isomorphisme pres (proposition 145), donc reflete toutes les limites.
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Le foncteur d’oubli de la catégorie des groupes vers celle des ensembles préserve les produits. Autrement dit,
I’ensemble sous-jacent a un produit de groupes est le produit des ensembles sous-jacents a ces groupes, avec
pour projections les applications sous-jacentes aux projections morphismes de groupes.

Ce méme foncteur crée les produits. Autrement dit, si on a deux groupes A et B, d’ensembles sous-jacents

respectifs X et Y, et sile cone X <—— X x Y —— > Y est un produit quelconque de X et Y (dans Ens),
alors il existe un unique groupe G et des homomorphismes de groupes f : G — A et g : G — B uniques, tels
que G ait X x Y pour ensemble sous-jacent, et telsque f =71 : X XY - Xetg=m: X XY — Y, puisque
la structure de groupe de G est alors déterminée. De plus (G, f, g) est un cone limite sur A et B, et ce cone est

le seul cone (limite ou non) qui ait le cone X <—— X x Y —— > Y comme image par le foncteur d’oubli.

EXEMPLE 29 Le foncteur P (ensemble des parties) de Ens’ vers Ens (envoyant f : X — Y sur lapplication
image réciproque P(f) = 7t P(Y) — P(X)) ne crée pas les produits, mais les crée a isomorphisme pres. En

effet, soient X et Y deux ensembles. Le diagramme P(X)<——P(X) x P(Y)——=P(Y) est un cone produit
dans Ens. En général, I'ensemble P(X) x P(Y) n’est pas un ensemble de parties. En effet, ses éléments
sont des couples, qui ont toujours ensemblistement deux éléments. Par contre, il est vrai que P(X I1Y) est

en bijection naturelle avec P(X) x P(Y). Comme le diagramme de somme X1 XUY<2 Y est un

P(i1) P(i2)

cone produit dans Ens”, et comme le céne P(X)=——P(XLIY)——>P(Y) est clairement un cone limite.

. J1 J2 ~ op . A P A
Si X——=7<—"—Y est un autre cone dans Ens dont I'image par P est un coéne limite, alors ce cone
. A i1 2 N . . . <
est isomorphe au cone X X1y Y, d’apres I'exercice 149 ci-dessus. On voit donc que P crée les

produits a isomorphisme pres.

EXERCICE 151 On reprend la catégorie C et le foncteur P de exercice 101 (page 99). On suppose
que C a un objet initial 0 et des colimites pour les N-diagrammes, ott N est ordonné de la maniére
usuelle.

(a) Montrer que si P : C — C préserve les N-colimites, il v a un objet initial (L, u) dans C*.

(b) Montrer que si P : Ens — Ens est le foncteur « ensemble des parties » (transformant f : X — Y
en lapplication « image directe » f : P(X) — P(Y)), la catégorie Ens” n’a pas d’objet initial.

EXERCICE 152 Soit () la catégorie n’ayant aucun objet (et donc aucune fleche). Montrer que dans
une catégorie C quelconque un objet est initial si et seulement si il est le sommet du cocéne d’une
colimite de 'unique foncteur [ | : ) — C.

EXERCICE 153 Montrer que le diagramme identité 1 : C — C a une limite si et seulement si C a un
objet initial. Si c’est le cas, le sommet du cone limite est un objet initial.

PROPOSITION 30 Soit d : T — C un diagramme dans une catégorie C. Si C a des produits pour toute
famille d’objets indexée par Ob(Z) et des égaliseurs pour toute famille de fleches paralléles indéxée
par F1(Z), alors d a une limite dans C.

Avant de démontrer cette proposition, expliquons-en le principe et examinons ce qu’il donne sur un exemple
simple. On construit d’abord le produit de tous les objets du diagramme d, puis on construit une famille de
fleches, une par fleche du diagramme, de ce produit vers lui-méme. La limite cherchée est un égaliseur de

cette famille de fleches. A titre d’exemple, construisons la limite d’un gnomon A*f>C <’ B deEns. On
pose P = A x B x C. Un élément de P est un triplet de la forme (a, b, ¢). Dans ce gnomon, il y a en réalité non
pas deux, mais cinq fleches, car il y a les fleches identité de A, B et C. A chacune de ces fleches, on associe,
une fleche de P vers P comme suit :

(a,b,c) = (a,b, f(a)) af
(a;b,¢) +  (a,b,g(b)) ag
(a7 b7 C) = ( ,b7 C) a 1A, 1B et 1C
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Légaliseur de ces cing fleches est I'ensemble {(a,b,c) € A x B x C | f(a) = g(b) = c}, qui s'identifie a
{(a,b) € A x B| f(a) = g(b)}, cest-a-dire au produit fibré que nous connaissons. Notez 'importance de la
présence des fleches identité, qui fait que c se calcule a partir de a ou de b et disparait donc (a bijection pres)
de I'égaliseur.

Notons (X;);con(z) la famille des objets de d. Soit P un produit des objets X;, dont les projections
canoniques seront notées m; : P — X;. Pour chaque fleche ¢ : X; — X, du diagramme d, soit
fo + P — P l'unique fleche telle que 7, o f, = 7, pour k # jet mjo f, = pom. Soit y: E = P
un égaliseur de toutes ces fleches f,. Les composés m; o v forment un céne de somment E sur d,
puisque pour ¢ : X; —+ X;j,onapomoy=mjo f,oy=m; Oflxj oy=mjolpoy=m;jo~y. Ilreste a
montrer que ce cone est une limite du diagramme d. Soit (p; : Y — X;);cob(z) un cone quelconque
sur d. On a une unique fleche 4 : Y — P telle que 7; o h = p; pour tout i.

P

X

Puisque ¢ o p; = p;, pour toute fleche ¢ : X; — X (car les p; forment un céne sur d), on a f,oh = h.
En effet :
T o fooh=mpoh Ssik#j
mjofpoh=¢pomoh=mj0h
h se releve donc le long de v : E — P en une fleche g : Y — E qui est un morphisme de cones sur
d.Sig :Y — E est un autre morphisme de cones, on a m; o yo g = m; oy o g’ pour tout i, donc
vog=r"o0g,donc g =g, puisque v est un monomorphisme (proposition 29 (page 121)). m

PROPOSITION 31 Une catégorie C qui a un objet final, des produits binaires et des égaliseurs bi-
naires, a toutes les I-limites pour toute catégorie finie Z.(*%)

On remarque d’abord que C a tous les produits finis. En effet, I'objet final est un produit de zéro
objet, tout objet est un produit de la famille d’'un seul objet constituée de lui-méme (avec I'identité
comme projection canonique). On a des produits de deux objets, et si X1,...,X,, (n > 2) sont des
objets de C, les objets X1,..., X,,_1 ont un produit P par hypothése de récurrence, et P x X,, est
alors un produit de X1, ..., X,.

De méme, C a des égaliseurs d’'un nombre quelconque (fini) de fleches de X vers Y. En effet, C a des
égaliseurs de zéro, une et deux fleches (dans le cas de zéro ou une fleche, I’égaliseur est 'identité
de X). Sip > 2, soit v : E — X un égaliseur des fleches fi,..., fp—1:

49. On abrege cet énoncé en disant que la catégorie C « a toutes les limites finies ».
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cest-a-dire que foy = fjoy(1<i<p—-1letl<j<p—1).Soitd: F — E un égaliseur de f,_; 0~
et f, oy. Alors vy o est un égaliseur de fi, ..., f,, la part unicité résultant du fait que yo ¢ est un
monomorphisme (proposition 29 (page 121)).

On termine la démonstration en appliquant la proposition précédente. B

PROPOSITION 82 Soient C—->D<—¢ deux foncteurs et T une catégorie. On suppose que les ca-
tégories C et £ ont toutes les Z-limites, et que les foncteurs F et G préservent les Z-limites. Alors la
comma-catégorie F/G a toutes les I-limites et les foncteurs doublid : F/G — CetV : F/G — &
préservent les Z-limites.

Soit d : T — F/G un ZI-diagramme dans F/G. Si ¢ : i — j est une fleche de Z, d(¢) est le carré

commutatif :

d
F(X)) FU(d(#)))

e
G(V(d(¢)))
(ol on a confondu l'objet d(i) de F'//G avec la fleche d(i) dans D). Comme les catégories C et £ ont
toutes les Z-limites, le diagramme Z/od a un cone limite (7; : L — X;);cob(z) dansC, et le diagramme
V od aun cone limite (p; : M — Y;);con(z) dans £. Comme les foncteurs F' et G préservent les Z-
limites, les cones (F(m;) : F(L) — F(X;))icob(z) et (G(pi) : G(M) — G(Y;))icob(z) sont des cones
limites dans C. Les fleches (d(i) o F'(7;));con(z) forment alors un cone sur le diagramme G oV od, et
on a une unique fleche A : F(L) — G(M) telle que G(p;) o A = d(i) o F(m;) pour tout i € Ob(Z).

FU(d(9)))

F(X;) F(X5)
Fimo) F(v)
F(7:) - F(r;)
P(A) 7, S F(L)
(i) ul A d0)
aB) s o
—
G(6:) G(pj)
% G(5,)

G(Y3)

G(V(d(9))) ¢;)
Soit maintenant un cone (v;, d;)icob(z) de sommet i : F/(A) — G(B) sur d. Il s’agit de montrer qu’il
existe une unique fleche (u, v) de p vers A dans F'/G (cC’est-a-dire telle que A o F'(u) = G(v) o p), telle
que m; ou = ; et p; ov = §; pour tout i € Ob(Z). Comme les 7; forment un coéne limite dans C on a
une unique fleche v : A — L telle que 7; o u = 7;. De méme, on a une unique fleche v : B — M telle
que p; ov = ¢;. Comme les G(p;) forment un cone limite dans D, il suffit pour terminer de vérifier
que G(p;) o Ao F(u) = G(p;) o G(v) o u, ce qui se vérifie a vue sur le diagramme précédent.

En fait, on vient de montrer que le foncteur ((/,V) : F/G — C x & crée les Z-limites. Il en résulte
d’apres I'exercice 148 (page 125) qu’il les préserve, et donc que U et V les préservent. B

2.2.11 Recouvrements et séparateurs.

Ce qui suit est une généralisation des notions de monomorphisme et d’épimorphisme.
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DEFINITION 55 Soit C une catégorie, et X un objet de C. Un « recouvrement » de X est une famille
de fleches
fi
(Ui——=X)ier
de cible X, telle que pour toute paire de fleches paralléles p,v) : X — Y, telles que po f; = o f,
pour tout i € I, on ait p = 1.

Dualement, un « séparateur » de X est une famille de fleches

fi
(XHVi%eI

de source X, telle que pour toute paire de fleches p,v : Y — X telle que f; o o = f; o4, pour tout
i € 1, on ait p = 1.

EXEMPLE 30 Bien sir, la famille (U—f>X ) réduite a un seul membre, recouvre X si et seulement si f est
un épimorphisme et est un séparateur de U si et seulement si f est un monomorphisme. De plus, si la famille

(XL>VZ~ )icr est un séparateur et si g : Y — X est un monomorphisme, alors la famille (Yﬂ>

clairement un séparateur. Dualement, si la famille (Uii>X )icr est un recouvrement et si g : X — Y est

Vi)ier est

L. . . gofi
un épimorphisme, alors la famille (U;——Y );cs est un recouvrement.

PROPOSITION 33 Dans toute catégorie, tout cone limite de sommet S sur un diagramme d est un
séparateur de S, de méme que tout cocéne colimite de sommet S sur d est un recouvrement de S.

Le second énoncé disant la méme chose que le premier dans la catégorie opposée, il suffit de traiter
le cas d’un céne limite. Soient donc u,v : Z — S deux fleches dont la cible est le sommet du cone
limite v : S — A(d) sur le diagramme d : Z — C, et telles que v; o u = 7; o v pour tout objet ¢ de Z.
La famille de fleches ; o u, c’est-a-dire la transformation naturelle v o A(u) : A(Z) — d est un coéne
sur d. Comme ~ est un cone limite sur d, il existe un unique morphisme de cones v o A(u) — ~. Or,
u et v sont deux tels morphismes de cones. On a donc u = v. R

EXEMPLE 31 Dans le cas d'un produit dans la catégorie des ensembles, la proposition ci-dessus signifie
que tout élément du produit est déterminé par ses composantes (ses projections canoniques). De méme, une
union disjointe est recouverte par les ensembles qui la forment. Dans le cas d’'un égaliseur, on retrouve le

fait (proposition 29 (page 121)) que l’égaliseur est un monomorphisme (un épimorphisme dans le cas d'un
coégaliseur).

Si on a une famille de fleches ( X L>Vz )ic7 de méme source, on appellera « double » de cette famille
le diagramme suivant :
Vi
fi fi

~

Noter qu'un cone de sommet Y sur un tel diagramme est donné par les deux fleches (appelons-les
a et ) de cible X, les autres étant obtenues par composition avec les f;. Un tel cone sera noté
(a, B), et la condition que vérifient ces deux fleches pour qu’elles définissent bien un coéne sur ce
diagramme est que f; o« = f; o § pour tout 7 € I. Il y a bien slir une catégorie des cones sur ce
diagamme. L'exercice suivant généralise ’exercice 135 (page 118) :
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EXERCICE 154 Montrer qu’une famille de fleches

fi
(X——=Vi)ier
est un séparateur de X si et seulement si (1x,1x) est un cone final dans la catégorie des cones sur
le double de cette famille. Enoncer la propriété duale.

2.2.12 Limites et colimites dans Ens.

Dans le cas de la catégorie des ensembles, les limites et les colimites ont une description particu-
liere («ensembliste » bien siir). Nous avons déja eu 'occasion de décrire le cas des produits (produits
cartésiens), des sommes (unions disjointes), des égaliseurs (sous-ensembles), des coégaliseurs (quo-
tients par une relation d’équivalence), des produits fibrés (sous-ensembles de produits cartésiens),
et bien sir des objets initiaux (ensemble vide) et finals (singletons). Voici une description générale.

PROPOSITION 34 Soit d : 7 — Ens un petit diagramme dans Ens. Alors ce diagramme a pour

limite L un sous-ensemble du produit cartésien H d; des objets du diagramme d. Précisément,
i€Ob(T)

L est l'ensemble des familles (;);con(z) telles que pour toute fleche ¢ : i — j de T, on ait d,(z;) = x;.

Remarquons d’abord que la condition pour une partie A du produit H d; d’étre incluse dans L
i€Ob(T)
est équivalente au fait que les restrictions & A des projections canoniques 7; du produit forment
un cone sur le diagramme d. Soit maintenant (p; : X — d;);con(z) Un cobne quelconque sur d.
Par définition du produit cartésien, il existe une unique application h : X — H d; telle que
i€Ob(T)
m; o h = p;. Il est immédiat que I'image de h est contenue dans L. Il y a donc pour tout céne sur d
un unique morphisme de cone vers le cone de sommet L sur d, qui est donc un cone limite sur d. B
EXEMPLE 32 Pour toute catégorie C et tout objet X de C, le foncteur de C vers Ens défini sur les objets par

Y — C(X,Y) et sur les fleches par f — f. préserve les produits binaires. En effet, soit (71 : A x B — A, m> :
A x B — B) un cone produit sur les objets A et B. On a la bijection :

C(X,A x B) —=C(X, A) x C(X, B)
qui envoie (f, g) sur (f, g), et on a le diagramme commutatif :

C(X,A x B) —2=C(X, A) x C(X, B)

(Wl)*l l"’l

C(X,A) — > (X, A)

et de méme pour 7. Ceci montre que notre foncteur envoie le céne (7, : AXx B — A, : AXx B — B) sur
le cone (w1 : C(X,A) x C(X,B) — C(X,A),m : C(X,A) x C(X,B) = C(X, B)), et donc préserve les produit
binaires.

D’une manieére plus générale :

EXERCICE 155 (a) Montrer que pour tout objet X dans une catégorie C, le foncteur (Y +—
C(X,Y), f — f«) de C vers Ens, préserve les limites.

(b) En déduire que pour tout objet Y, le foncteur (X — C(X,Y), f — f*) de C” vers Ens, préserve
les limites.



2.2 Problémes universels. 131

PROPOSITION 35 Soit d : 7 — Ens un petit diagramme dans Ens. Alors ce diagramme a pour

colimite le quotient de l'union disjointe H d; (dont les éléments peuvent s’écrire sous la forme
i€Ob(T)

de «couples dépendants » (i,x) avec i € Ob(Z) et x € d;) par la relation d’équivalence engendrée par

les équivalences (i,x) ~ (j,d,(x)) pour toutes les fleches ¢ : i — j de T (o x représente un élément

quelconque de d;).

En effet, soit (v; : di — X);cob(z) un cocone sur d. Il y a une seule application £ : H di > X
i€Ob(T)

telle que h o \; = ; (ou les \; sont les inclusions canoniques de I'union disjointe). C’est celle qui

envoie (7, z) sur 7;(z). Comme par hypothése ~; o d, = ; pour toute fleche ¢ : i — j de Z, on voit

que h passe au quotient pour donner I'unique fleche cherchée. m

EXEMPLE 33 Une « somme amalgamée » (notion duale de celle de produit fibré) est la colimite d'un « cogno-

mon » :

C#—A

g l/
B
Dans le cas des ensembles, il s’agit donc, d’apres la proposition précédente, d’'un quotient de I'union disjointe
ATII BIIC. La relation d’équivalence par laquelle on quotiente cette union disjointe est celle qui est engendrée
par les égalités :
f(@) =z =g(x)
pour tout = € C. Bien entendu, comme on ne dispose pas de cette relation d’équivalence mais seulement d'une

relation qui ’engendre (essentiellement par transitivité), la somme amalgamée peut éventuellement étre tres
difficile & déterminer (voir I'exercice 160 (page 142)).

2.2.13 Limites et colimites dans les catégories de foncteurs.

Soient C et D deux catégories. Pour tout objet X de C, on a un foncteur « d’évaluation en X »,
evy : D — D. Il envoie tout objet F de D¢ (F est un foncteur de C vers D) sur 'objet F'(X) de D et
toute fleche § : F — G de D sur la fleche x : F(X) — G(X) de D. Ce foncteur evx peut également
étre vu comme le composé :

DC (1,X0()) DC % C ev D

0— (9, lx) I%G(lx) OQX
(=6x)

ou ev est le foncteur de I'exercice 84 (page 91), et ou X : 1 — C est le foncteur qui envoie I'unique
objet de la catégorie singleton 1 sur X (et I'identité de 1 sur 1x).

PROPOSITION 36 Pour qu’un céne dans D€ soit un cone limite, il suffit que pour tout objet X de C,
son image par evy soit un cone limite (dans D). De méme, pour qu’un cocoéne dans D¢ soit un cocone
colimite, il suffit que pour tout objet X de C, son image par evx soit un cocéne colimite (dans D).

Soit d : Z — D° un diagramme dans D, et considérons un cone (7' : S — d;)icob(z) de sommet S
sur ce diagramme. Par hypothese, le cone (7% : S(X) — di(X));con(z) est un cone limite dans D
pour tout objet X de C. Soit (\' : T — d;) un autre cone sur le méme diagramme dans D°. Il s’agit
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de montrer qu’il y a une unique fleche (transformation naturelle) ¢ : T'— S telle que pour tout i,
mloy =\

Px

> S T(X) ————5(X)

N

wl Xfx
j d

J

(
i
Comme le cone de sommet S(X) est un cone limite dans D, il existe (pour tout X) une fleche unique
Yx : T(X) = S(X) telle que 7% o 1x = Ai. Ceci nous donne une transformation ¢ : ' — S, dont il

s’agit de montrer qu’elle est naturelle. Soit donc f : X — Y une fleche de C. On doit montrer que le
carré :

di ————~d

T(X) -2~ 5(xX)

T(f)i lS(f)

T(Y) ——S(Y)

est commutatif. Pour cela, il suffit de montrer que pour tout i, on a 7% o9y o T(f) = 74 0 S(f) 0.
Or,

Ty oty oT(f) = X oT(f) ,
= di(f)oNx (naturalité de \*)
= di(f)omx othx ,
= 7y o0S8(f)ovx (naturalité de 7*)

La transformation naturelle ¢ est bien sir telle que 7° o 1) = A pour tout i, et son unicité résulte
de celle des v x. Le cas des colimites se traite de méme. B

PROPOSITION 87 (a) Si D a toutes les Z-limites, alors D¢ a toutes les I-limites. De méme, si D a
toutes les T-colimites, alors D€ a toutes les I-colimites.

(b) Si D a toutes les I-limites, alors pour tout objet X de C, le foncteur evx : D¢ — D préserve les I-
limites. De méme, si D a toutes les Z-colimites, alors pour tout objet X de C, le foncteur evy : D¢ — D
préserve les T-colimites.

(a) Soit d : 7 — D¢ un diagramme dans DC. Il s’agit de construire un céne limite sur ce diagramme.
Pour chaque objet X de C, on a un cone limite 7% : S(X) — d;(X) dans D. Ceci définit une appli-
cation S : Ob(C) — Ob(D), qu’on prolonge en un foncteur S : C — D en envoyant f : X — Y sur
I'unique fleche S(f) : S(X) — S(Y) telle que (pour tout i € Ob(Z)) 7} o S(f) = d;(f) o .

S(f)
—_—

S(X) S(Y)

Ce diagramme montre que 7° : S — d; est une transformation naturelle. Comme par ailleurs,
T = d(p)x o 7 pour toute fleche ¢ : i — j de Z, on voit que (7' : S — d;);cob(z) st un cone sur d
dans DC. Il résulte de la proposition 36 que ce cone est un coéne limite sur d.
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(b) Soit d : T — D un diagramme dans D€ et (\* : T' — d;)icob(z) un cone limite sur ce diagramme.
Soit (7* : S — d;)icob(z) le cone limite construit en (a). On a une unique fleche ¢ : ' — S telle que
o = A\, et cette fleche est un isomorphisme. Pour chaque objet X de C, on a donc I'isomorphisme
¢x du cone (Ny : T(X) — di(X))icon(z) vers le cone limite (7 : S(X) — d;(X))icon(z)- Le cone
(N : T(X) = di(X));cob(z) est donc un cone limite. Le cas des colimites se traite de méme. m

Des propositions précédentes, on déduit immédiatement :

PROPOSITION 38 Si D a toutes les I-limites, un coéne sur un I-diagramme dans D¢ est un céne
limite si et seulement si ses images par tous les evx sont des cones limites. Méme chose pour les
colimites.

On dit que dans une catégorie de foncteurs les limites et colimites se calculent « ponctuellement »
(ou «au dessus de chaque objet »). Noter que la proposition ci-dessus donne en particulier une
solution immédiate a I'exercice 100 (page 99).

EXERCICE 156 Il résulte de la proposition 37 que si D a des produits binaires, et si F,G : C — D
sont deux objets de D, alors un produit F x G existe dans D°. Montrer que le foncteur F xG : C — D
peut étre choisi tel que :

o (FxG)(X)=F(X)xG(X), pour tout objet X de C,
o (FxG)(f)=F(f) x G(f), pour toute fleche f de C.

PROPOSITION 39 Soit D une catégorie qui a des produits fibrés, et soit 6 : F — G une fleche dans
DC. Alors 6 est un monomorphisme (dans D) si et seulement si pour tout objet X de C, fx : F(X) —
G(X) est un monomorphisme (dans D). Méme chose pour les épimorphismes si D a des sommes
amalgameées.

Dire que 6 est un monomorphisme est équivalent a dire (exercice 135 (page 118)) que le carré :

Flop

est cartésien. Or, comme D a des produits fibrés, ceci est encore équivalent a dire d’apres les pro-
positions 36 (page 131) et 37 (page 132) que le carré :

F(X)—> F(X)

| Jox

F(X)——=G(X)
0x
est cartésien pour tout objet X de C, ce qui équivaut enfin a dire que tous les 6 sont des monomor-
phismes. Le cas des épimorphismes se traite de méme. ®

EXERCICE 157 Soient Z, C et D des catégories. On suppose que D est cartésienne fermée et donc
qu’elle a en particulier des produits binaires, ce qui fait que D¢ a aussi des produits binaires (pro-
position 37). On suppose aussi que D a toutes les I-colimites. Soit F un objet de DC. Montrer que le
foncteur ® défini par G — G x F de D¢ vers D préserve les I-colimites.
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2.2.14 Exponentielles dans les catégories de foncteurs.

On a vu (proposition 38 (page 133)) que si la catégorie D a toutes les Z-limites, et si C est une
catégorie quelconque, alors D¢ a toutes les Z-limites. Les choses ne se passent pas aussi simplement
pour les exponentielles.

EXEMPLE 34 Commencons par un contre-exemple. Soit O la catégorie des ordinaux finis (exemple 23 (page
109)), et notons N I'ensemble des entiers naturels, ordonné de maniére usuelle, vu comme une catégorie.
Comme on I’a vu, O est bicartésienne fermée. On va montrer que O", qui est bicartésienne d’aprés la proposi-
tion 37 (page 132), n’est pas bicartésienne fermée.

Pour tout ensemble ordonné (X, <), appelons «déflation » une application § : X — X telle que 6(z) < x=
pour tout z € X. Notons [n] I'ensemble {0,...,n — 1} comme dans 'exemple 23. Noter que pour n < p, on a
[n] C [p] C N. Il est clair qu'une déflation 6 : N — N se restreint en une déflation § : [n] — [n]. Par ailleurs,
toute déflation 0 : [n] — [n] est la restriction d’au moins une déflation § : N — N. Il suffit en effet de poser par
exemple 0(z) = = pour tous les z tels que z > n. Enfin, le nombre de déflations [n] — [n] est n!.

Soit F' : N — O le foncteur tel que F(n) = [n], et qui envoie l'unique fleche [n] — [p] (n < p) sur l'inclusion
canonique de [n] dans [p]. Une transformation naturelle 6 : F' — F est une famille d’applications 0,, : [n] — [n]
telle que pour n < p, 6, soit la restriction de 6,. Une telle transformation naturelle est donc équivalente a
la donnée d’une déflation 6 : N — N, et désormais nous ne ferons plus de différence entre ces deux notions.
Notons par ailleurs 1 le foncteur N — O qui envoie tout entier n sur [1] et toute fleche sur 1;1;. Il s’agit bien str
de Tobjet final de OV, et on a donc un isomorphisme canonique entre 1 x F et F (proposition 24 (page 103)).

Nous allons montrer que I'objet ¥ n’existe pas dans OF. Supposons donc qu’il existe. On a alors un évaluateur
ev : FI' x F — F, et pour toute transformation naturelle § : 1 x F — F, une transformation naturelle
Ar(#) : 1 — F". De plus, on a ev o (Ap(0) x 1r) = 6. Il s'agit d’'une égalité entre transformations naturelles
de F vers F, qu’on peut évaluer a lentier p.(°°) On obtient le diagramme commutatif :

DY —
AF(e)pm]‘\ %p
(F)(p) x [p]

.(°1) Curryfions maintenant cette égalité dans la catégorie O. On obtient :

c’est-a-dire 6, = ev, o (Ar(6)p x 1p)
Ap(6p) = Apy(evpo (Ar(0)p X 1))
= A[p](evp) o Ar(0)p

Notons f : n — p l'unique fleche de n vers p dans la catégorie N. Par naturalité de Ar(0), on a le carré
commutatif :

) m) L9 5y )

AF(G)WT TAF(G)p

1(n) T 1(p)
Pour tout n, posons z%, = Ar(0),(0). Il s’agit d’un élément de l'ordinal fini (F*)(n). Le carré commutatif
ci-dessus dit que (FF)(f)(z%) = mf,. Par ailleurs, on a Ay, (0,)(0) = Ay, (evp)(xg) d’apres ce qui précede.
Or, Ap,(6,)(0) est un élément de [p]", et on a A (0p)(0)(i) = 6,(0,4) pour tout i € [p]. Chaque déflation
6 : [p] — [p] peut étre prolongée en une déflation 6 : N — N et nous donne donc une transformation naturelle
0 : F — F, ou de manieére équivalente une transformation naturelle 6 : 1 x F — F (on identifie donc 6,,(0, 7)
2 0,,(i)). On voit donc que la déflation 0 : [p] — [p], qui n’est autre que 6, est image de z’, par Api(evy). Iy
a donc au moins p! éléments dans (FF )(n). Comme p peut étre pris aussi grand qu’on veut, ceci montre que
(FF )(n) ne peut pas étre un ordinal fini, ce qui est contradictoire.

50. Rappelons que le produit de deux foncteur se calcule au dessus de chaque objet (proposition 38 (page 133)), et qu’on
peut donc convenir que (1 x F)(p) = 1(p) x F(p) et (FF x F)(p) = (FF)(p) x F(p).
51. Ne pas confondre (F¥)(p) avec [p]P!, qui comme on va le voir sont trés différents.
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Bien entendu, 'argument ci-dessus ne s’applique pas si on remplace N par une catégorie finie, ou si on rem-
place O par Ens. D’'une maniére générale, des exponentielles existent dans D¢ dés lors qu’elles existent dans
D et que D a des limites sur des diagrammes grosso-modo de la taille de C. C’est ce que va nous montrer la
proposition 40 ci-dessous.

Soit C une catégorie. Nous décrivons une catégorie C3(°2) associée a C qui nous sera utile pour
démontrer la proposition 40 ci-dessous. Elle a un objet X¥ pour chaque objet X de C et un objet
1% pour chaque fleche f de C. Elle a, hormi les fleches identités, deux fleches sp o X 5 & fet
ty: Y® — f% pour chaque fleche f: X — Y de C.

X8 Y§
(1x)" S

On voit que les seules compositions possibles se font avec une fleche identité (les fleches s;, et t;,
ne sont pas des fleches identité!), ce qui fait que la composition est bien définie, et il est clair qu’on
a une catégorie.

PROPOSITION 40 Si la catégorie D a des exponentielles (ce qui suppose qu’elle a des produits bi-
naires) et si pour tout objet X de C, elle a toutes les (X/C)*-limites, alors D¢ a des exponentielles.

Pour une catégorie D ayant des exponentielles, la proposition s’applique par exemple si C est finie et si D a
toutes les limites finies, ou si C est petite et si D a toutes les petites limites.

La démonstration de cette proposition est assez complexe. Une intuition ensembliste des objets qu’on construit
dans cette démonstration, en fait essentiellement de I'objet (G*)(X), oit F et G sont des foncteurs de C vers
D et X un objet de C, est une aide précieuse. Pour cela, examinons le cas ou D est Ens. On pourrait penser en
premiére approximation qu'il suffit de poser (G)(X) = G(X)"™ pour obtenir une exponentielle de G par F.
Ceci ne marche pas pour la raison qu’il nous faut aussi, pour chaque fleche f : X — Y, une fleche (GF )(f) =
(GT)(X) = (GF)(Y). Or, une telle flache ne peut pas étre construite a partir des fleches F(f) : F(X) — F(Y)
et G(f) : G(X) — G(Y) a cause de la contravariance de ’exponentielle par rapport a I'exposant. En effet, si
¢ : F(X) = G(X) est un élément de G(X)"™) (nous sommes dans Ens), on a les fleches suivantes (en traits
pleins) :

F(f)
—_—

F(X) F(Y)

Wi @)

\
G(X) G(Y)
a partir desquelles la fleche en pointillé ne peut pas étre construite. Nous allons donc devoir intégrer toutes les
fleches telles que la fleche en pointillé ci-dessus dans la donnée méme de T'objet (G*)(X). Aussi, un élément
z de (G")(X) sera-t-il une famille de fonctions 7/ (z) : F(Y) — G(Y), une par fleche f : X — Y de source X
dans C (autrement-dit, une par objet de X/C), et ces fonctions devront de plus rendre commutatifs les carrés :

—
G(f)

Fv) 2% pz)
ﬂf(z)l J/W“Pof(z)

pour toutes fleches composables X *f>YL>Z . Noter que la commutativité de ce carré peut aussi s’écrire
G(p)« 0 e F(p) o 7%°/ | égalité que nous allons retrouver dans la démonstration. Si on n’imposait pas cette

52. Notation de Mac Lane dans [27] page 220.
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condition on aurait trop d’éléments dans (G*)(X). Dans la démonstration qui suit, le seul point ou elle est
vraiment utilisée, est la preuve de la naturalité de la transformation ¥({), ou ¥ est I'inverse de la curryfication
Ap : D (HxF,G) — p° (H,G" ), autrement-dit, on ne peut pas construire ¥ sur des éléments qui ne satisfont
pas la condition ci-dessus.

Lobjet (G")(X) de D apparait donc comme le sommet d’un céne limite sur un certain diagramme dans D, qui
se trouve étre modelé sur la catégorie (X/C)%, o1 le passage de X/C a (X/C)*® est 1a uniquement pour imposer
a cette limite les contraintes qui correspondent a la commutativité des carrés ci-dessus. Une fois les objets
(G’F )(X) construits dans D, le reste de la démonstration ne présente pas de difficulté particuliére.

On notera (f) 'objet de la comma-catégorie X/C correspondant a la fleche f : X — Y de C, et on
notera [¢] la fleche ¢ : Y — Z de C quand elle est vue comme une fleche de (f) vers (¢ o f) dans
X/C. Autrement-dit, les deux diagrammes ci-dessous (celui de gauche dans C et celui de droite dans
X/C) sont les mémes :

X )~ (oo )

/%

Y ——Z7

Donnons-nous deux foncteurs F,G : C — D. Il s’agit d’abord de définir le foncteur G¥ : ¢ — D sur
les objets et sur les fleches de C. Soit X un objet de C. Considérons le foncteur dx : (X/C)* — D qui,
pour toutes fleches X oy—*.74e C, envoie l'objet () sur G(Y)F' ) Tobjet [p]® sur G(2)FY),
la fleche s, sur G(p). : G(Y)F'Y) — G(2)7™) et la fleche t(,) sur F(p)* : G(2)"%) — G(z2)F™).

() (po f)8 G(Y)FO) G(Z)F (@)
dx
s[«pN /t[ﬂ —— G(g;)x Ap)*
[k G(Z)F™)

Par hypothése, le diagramme dx a un céne limite. On note (G*')(X) le sommet de ce cone, et on a
ainsi défini G sur les objets de C. Pour toute f : X — Y, onnotera 7/ : (GF)(X) — G(Y)FY) l'aréte
de ce cone correspondant a 'objet (f)?. La projection correspondant a l'objet [¢]® (pour ¢ : Y — Z)
est G(¢). o7/ (qui est égale & F(¢)* o 7¥°/). Soit maintenant A : U — X une fleche de C. Pour
chaque objet de (X/C)® de la forme (f)¥ (avec f : X — Y), on pose p/ = 7/°* : (GF)(U) — G(Y)F'Y),
Pour toute fleche ¢ : Y — Z, on a G(p). o p/ = G(p). o w/°* = F(p)* o 77N = F(p)* 0 p?°/. Les
p’ définissent donc un coéne de sommet (GF)(U) sur le diagramme dyx, et on a une unique fleche
(GFYN) - (GFYU) = (GF)(X) telle que 7/ o (GF)(\) = p/ = n7°*, pour toute fleche f de source X
de C. On a ainsi défini G¥ sur les fleches de C. La vérification du fait que G est un foncteur résulte
immédiatement de I'équation 7/ o (GF')(\) = n/°* et du fait que les 7/ forment un séparateur de dx
(proposition 33 (page 129)). Noter que bien que les fleches 7/ ne soient pas toutes les arétes du cone
limite, elles engendrent toutes les arétes de ce cone par composition avec les fleches du diagramme
dx, ce qui justifie la discussion ci-dessus.

Pour terminer, il suffit, d’apres ’exercice 119 (page 108), de construire une opération de curryfica-
tion Ap : D°(H x F,G) — D°(H,GT) bijective et naturelle en H. Soit H : C — D un foncteur, et
soit 6 : H X F' — G une transformation naturelle. Il s’agit de construire la transformation naturelle
Ap(0) : H— G*. Pour toute fleche f : X — Y de C, on a le composé :

H(X)

qu’on notera af. Ces fleches définissent un céne de sommet H(X) sur le diagramme dx. En effet,
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ona(poury:Y — 7):

Glp)oal = G(p)oApw)(fy)o H(f)

AF(y) (G(gﬂ) o ev) o AF(y) (ey) o H(f)
AF(Y)(G(SD) ofly)o H(f)

= Apw)(0z 0 (H(p) X F(¢))) o H(f)

t :

‘ F(e) 00 = Apyy(evo (L x F(9)) o Apiy(82) o H(g) o H(f)
— Apory(evo (Amr)(fi2) x 1) o (H(p) x F(9))) o H(f)
— Aror (02 0 (H(g) x F(g)) o H(f)

On a donc une unique fleche Ax()x : H(X) — (GF)(X) telle que 7/ o Ap(8)x = af pour toute
fleche f de source X de C. La naturalité de Ar(6), cest-a-dire Ap(0)x o H(\) = (GF)(\) o Ar(0)u
pour toute fleche \ : U — X résulte de :

7l o Ap(8)x o H()) ol o H())

afo)\
7Tfo)‘ o AF(G)U
To(GF)(N) o Ap(O)u

Passons a la naturalité de Ar en H. Il s’agit de montrer que si ¢ : K — H est une transformation
naturelle, le diagramme suivant est commutatif :

DC(H x F,G) 25 DC(H, GF)

o] B

DC(K x F,G) T>DC(K,GF)

cest-a-dire le fait que pour tout # € D°(H x F,G), ona Ap(f) o & = Ap(f o (¢ x 1)). Pour prouver
cette égalité, il suffit d’évaluer en X et de composer avec les projections 7/. On a (en notant af{(ey)
la fleche précédemment notée o) :

a};(ﬁy) olx

Apyy(Oy) o H(f)o&x
Apiyy(Oy) o &y o K(f)
AF(Y)(QY o(§y x 1)) o K(f)
OéK(QY o(fy x 1))

— o Ap(Bo (€ x 1))x

7 o Ap(0)x o éx

Enfin, il reste 4 montrer que Ar est une bijection, et pour cela nous exhibons son inverse ¥ :
D (H,G¥) — D°(H x F,G), en définissant (pour toute transformation naturelle ¢ : H — G¥)
U(()x : H(X) x F(X) — G(X) comme la décurryfiée du composé

H(X)—2(GF)(X) "= G(X)FX)

cest-a-dire par la formule ¥(()x = ev o ((7'X o (x) x 1). La naturalité en X de ¥((¢), c’est-a-dire
G(f) oW (¢)x = ¥(¢)y o (H(f) x F(f)) résulte du calcul suivant,(°®) dans lequel on utilise les deux

53. Remarquer qu'invoquer la naturalité de X — 7'X n’aurait pas de sens, puisque 7' X a pour cible G (X )F X) qui n’est

pas fonctoriel en X.
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diagrammes commutatifs de I'exercice 120 (page 108) :

G(f)o¥(Ox = G(f)oeVO(( 1X0Cx)><1)
(G(f)« )O((W"OCx)Xl)
((F ()*O7r °(x)x 1)

= evo((rfolx) x F(f))
((m
((m

[
o O
< <
o o

evo ('Y o (GF)(f) o ¢x) x F(f))
evo ((r'Y oCy o H(f)) x F(f))
= V(v o (H(f) x F(f))

Il n’y a plus qu’a calculer pour prouver que V est I'inverse de Ar :

7 o Ap(¥(¢))x ol (T(Q)y)

= of(evo((m'Y o(y) x 1))
Apy(evo ((m'Y o Cy) x 1)) o H(f)
T oy o H(f)
™ o (GF)(f) o Cx

= 7lo(x

\IJ(AF(9>)X = evo ((ﬂ'lx OAp(@)x) X 1)

evo (a'*(fx) x 1)

ev o ((AF(X)(HX) OH(lx)) X 1)
= Oxn

2.2.15 Colimites et pullbacks.

Dans cette section, nous examinons le comportement d'un cocéne colimite par pullback. La pre-
miére chose a remarquer est que dans une catégorie qui a des produits fibrés, il est toujours possible
de construire le pullback d’un cocone le long d’une fleche ciblant le sommet du cocone. En effet, soit
d: 7 — C un diagramme dans une catégorie C ayant des produits fibrés, et soit (v; : di = S);con(z)
un cocone de sommet S sur ce diagramme. Enfin, soit f : T — S une fléche de cible S. Pour chaque
i € Ob(Z), on peut considérer le pullback §; de ; le long de f. On obtient autant de carrés cartésiens
(ayant tous la fleche f comme coté commun) qu’il y a d’objets dans 7 :

Lexistence et 'unicité de la fleche e, figurée en pointillés dans le diagramme ci-dessus, le rendant
commutatif, résulte immédiatement des propriétés des carrés cartésiens. Il est clair que les objets
e; et les fleches e, ainsi construites forment un Z-diagramme e dans C, et que les J; forment un
cocone sur ce Z-diagramme.

Toutefois, si les «; forment un cocone colimite, il n’en sera pas nécessairement de méme des J;,
comme le montre I’exercice suivant.

EXERCICE 158 Dans la catégorie Top des espaces topologiques et applications continues, on consi-
dére le diagramme :

R-é@%]l%
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ot i est l'inclusion canonique de Q dans R. Montrer que ce diagramme admet un cocoéne colimite, et
qu’il existe une fleche (de source 1 = {x}) ciblant le sommet de ce cocone, telle que le pullback de ce
cocone le long de cette fleche ne soit pas un cocéne colimite.

DEFINITION 56 Une catégorie C est dite « & T-colimites stables »,(5*) si :
e ¢lle a des produits fibrés,
e elle a toutes les Z-colimites,

e tout pullback de tout cocone colimite sur un I-diagramme est un cocone colimite.
PROPOSITION 41 La catégorie Ens est a Z-colimites stables pour toute petite catégorie .

On sait déja qu’elle a des produits fibrés et toutes les Z-colimites. Soit v = (v; : d;i — S);cob(z) Un
cocone colimite dans Ens, et soit f : 7" — S une application. Soit 6 = (J; : e; = T);con(z) le pullback
~ le long de f.

€

T

h f

\ A

Soit enfin (&; : e; = C);con(z) un cocone colimite sur le diagramme e. Il existe bien stir une unique
fleche h : C — T telle que h o e; = ¢; pour tout 7. Il suffit pour prouver la proposition de montrer
que h est un isomorphisme, c’est-a-dire une bijection. A cette fin, un peu de « diagramme chasing »
suffit.

€ d;

c

Surjectivité de h : Soit z € T, Comme ~ est un cocone colimite, il existe, d’apres la proposition 35
(page 131),uni € Ob(Z) etuny € d; tel que v;(y) = f(x). On a alors z = §;(z, y), puis z = h(e;(z, y)).

Injectivité de h : Soient z, 2’ € C tels que h(z) = h(z') = 2. Comme ¢ est un cocone colimite, il existe
i et u € e; tel que g;(u) = z. Mais, comme u € e; et §;(u) = z, u s’écrit (z,w), avec w € d;, et on a
z = e;(x, w). De méme, il existe j et w’ € d;, tel que 2’ = £;(z,w’). Comme ~;(w) = f(z) = v;(w’), w
et w’ sont reliés par un zig-zag fini de fleches du diagramme d comme dans I'exemple 25 (page 121).
Les propriétés des carrés cartésiens font que (x,w) et (x,w’) sont également reliés par un zig-zag
fini de fleches dans le diagramme e. Il en résulte que ¢;(z, w) = ¢;(z,w’), cest-a-dire que z = 2’. m

PROPOSITION 42 Soit C une catégorie et D une catégorie & I-colimites stables. Alors D€ est a I-
colimites stables.

DC a des produits fibrés et toutes les Z-colimites d’apres la proposition 37 (page 132), point (a). Soit
v = (7 : di = S)icob(z) un cocone colimite sur le diagramme d : 7 — DC. Soit f : T — S une fleche
dans D¢, et soit § = (§; : e; — T')icob(z) le pullback de + le long de f. D’apres la proposition 37 (page
132), point (b), pour chaque objet X de C, ((7:)x : (di)x — Sx)icob(z) est un cocone colimite dans
D. Par la méme proposition, (4;)x est un pullback de (y;)x le long de fx : Tx — Sx. Il en résulte
que dx est un cocone colimite dans D. On termine en utilisant la proposition 36 (page 131). m

54. Sous-entendu : stables par pullbacks. Certains auteurs disent « universelles » au lieu de « stables », mais « stables »
semble plus approprié.
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EXERCICE 159 Soient Z, C et D des catégories.
(a) Montrer que C + D est a Z-colimites stables si et seulement si C et D sont a Z-colimites stables.

(b) Montrer que si les catégories C et D sont a Z-colimites stables, il en est de méme de C x D.

2.2.16 Sous-objets d’une colimite.

Soit D une catégorie qui a des produits fibrés. Soit Z une catégorie et d : Z — D un Z-diagramme
dans D, qui a un cocdne colimite v : d — A(S), de sommet S. Le diagramme suivant représente la
partie de ce cocone qui concerne la fleche ¢ : i — j de Z.

S
’Y/ Nj
di T dj
dy

Considérons un sous-objet de S, représenté par un monomorphisme A : U — S. Pour chaque objet ¢
de 7 on peut considérer le pullback de A le long de ~;, qui sera donc un monomorphisme qu’on notera
i : U; — d;. La propriété universelle des produits fibrés montre que pour toute fleche ¢ : i — j de
Z, il existe une unique fleche U, : U; — U; telle que d, o A; = A; o Uy, et le carré que forment ces
fleches est cartésien d’apres I'exercice 129 (page 116). Les trois faces carrées du prisme ci-dessous
sont donc des carrés cartésiens :

La famille de monomorphismes (););con(z) constitue un monomorphisme dans DT d’apres la pro-
position 39 (page 133). Le sous-objet correspondant sera appelé un « sous-diagramme » de d. Il est
clair que si on remplace A par un monomorphisme équivalent a A\, on obtient un sous-diagramme
équivalent au précédent. On vient donc de définir une application v* de Sub(S) vers Sub(d), qui
n’est en fait rien d’autre que la composition :

Sub(S) —— 21 L sub(A(5)) —2 . Sub(d)

u [A]([A]) = TA(N].
EXEMPLE 35 Dans le cas ou1 D est la catégorie des ensembles, considérons le diagramme d suivant :
—
RZ____>R
1r

out : R — R estla translation z — z + a (a # 0). La colimite de ce diagramme (qui est dans ce cas le
coégaliseur des deux fleches ¢ et 1g) est le cercle S = R/aZ, quotient du groupe additif R par son sous-groupe
aZ, puisqu’il s’agit ici d’identifier tout z € R avec ¢(z). Les deux arétes du cocone colimite sont égales a la
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projection canonique 7 : R — S. Si on considére, par exemple, la partie U de S qui est le singleton {7(0)},
I'image réciproque de U par « est aZ. On a donc le sous-diagramme (fleches verticales) :

et ce sous-diagramme est par définition image du sous-ensemble {7 (0)} par 'application 7* : Sub(S) —
Sub(d). On remarque tout de suite que 7" n’est pas surjective en général. En effet, pour toute partie U de
S,onat '(x '(U)) =« ' (U), puisque 7 o t = 7, ce qui, dans le cas de cet exemple, signifie que =~ ' (U) est
invariant par la translation ¢. Un sous-diagramme qui est dans I'image de 7" est donc non seulement fait
de deux parties de R égales (puisque les deux arétes du cocone sont la méme application), mais ces parties
doivent étre invariantes par t.

11 est clair qu'un sous-diagramme du diagramme donné ici en exemple se trouve dans I'image de 7™ si et
seulement si il est constitué de deux parties U C Ret V C Rtellesque V = 15" (V) =Uett ' (V) = U, ce qui
peut encore se décrire par la condition que les deux carrés :

]

1r
- >
_—

<

t
v o
_—
1y tly

soient cartésiens.
Par contre, I'application 7* est injective dans le cas de cet exemple, car 7' est injectif. C’est toujours le cas
dans la catégorie des ensembles (et dans d’autres catégories), mais il y a des catégories pour lesquelles 7*
n’est pas injectif. Par exemple, considérons I’ensemble ordonné dont le diagrame de Hasse est le suivant :
T

a b c
1
dans lequel a, b et c ne sont pas comparables deux a deux. C’est une catégorie bicartésienne (non fermée),
qui a des produits fibrés, comme on peut facilement le vérifier. Bien sir, toutes les fleches sont des monomor-
phismes. L'objet T a donc cinq sous-objets puisque les cinq fleches de cible T sont des monomorphismes non
équivalents. De plus, le cocone de sommet T sur le diagramme formé des seuls objets a et b est un cocone
colimite, autrement-dit, T est la somme (le sup) de a et b. Le nombre de sous-diagrammes de ce diagramme
est quatre, car a et b ont chacun deux sous-objets. L’application 7* dans ce cas ne peut donc pas étre injective

(en fait on voit que les sous-objets définis par c et L ont la méme image par 7", & savoir le sous-diagramme
«vide », c’est-a-dire correspondant a la paire (L, 1)).

Ces exemples nous conduisent a poser la définition suivante :

DEFINITION 57 (a) Soit d : T — D un diagramme dans une catégorie D qui a des produits fibrés.
Un sous-diagramme \ : s — d de d sera dit « saturé » si pour chaque fleche ¢ : i — j de Z, le carré :

de
di —— dj
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est cartésien.

(b) On dira qu’une catégorie D «a la propriété du sous-diagramme pour I », si elle est a I-
colimites stables et si pour tout Z-diagramme d et tout cocoéne colimite v : d — A(S), lapplication
~v* : Sub(S) — Sub(d) est injective et a pour image U'ensemble des sous-diagrammes saturés de d.

Comme on I’a vu plus haut, pour tout sous-objet U de S (que la catégorie D ait ou n’ait pas la
propriété du sous-diagramme), le sous-diagramme ~*(U) est saturé.

EXEMPLE 36 Soit d un Z-diagramme d’ensembles ayant un cocone colimite v : d — A(S), et soit ¢ : i — j
une fleche de Z. On a alors 'application d, : d; — d;, et pour tout élément x de d;, on a v;(d,(x)) = 7i(z). On
voit donc que z et d,(z) ont la méme image dans la colimite S. Ceci définit une relation d’équivalence sur les
éléments des ensembles d;.(*®) Il s’agit de la relation d’équivalence engendrée par les régles qui identifient
tout x avec d, (x) et ceci pour toute fleche ¢ de Z. Un élément = € d; est équivalent & un élément y € d;, si et
seulement si il existe un zig-zag de fleches :

NN

dans 7 et des éléments (dans les ensembles appropriés) xo, . .., z, tels que :
X = Zo
To = dg(71)
T2 = dyy(71)
Tn Ay, (Tn—1)
In = Yy

Un sous-diagramme quelconque s de d définit un sous-ensemble de S. C’est simplement 'union des images di-
rectes ~;(s;). Le sous-diagramme de d défini par les v; ' (7:(s:)) est alors saturé et contient le sous-diagramme
s. C’est méme le plus petit sous-diagramme saturé de d contenant s. Calculer la colimite de d, c’est-a-dire
Iensemble S, revient donc a calculer ’ensemble des plus petits sous-diagrammes saturés de d qui contiennent
un élément donné x dans 'un des d;. Si les ensembles d; sont finis, ce calcul est possible. Il suffit, partant
de E = {z}, d’ajouter a cet ensemble F tous les éléments équivalents « a une étape » & un élément y de E,
c’est-a-dire tous ceux qui sont I'image de y par I'une des applications d, ou qui ont y pour image par cette
méme application, puis de recommencer jusqu’a ce qu’on ne puisse plus ajouter d’élément a FE, ce qui arrive
nécessairement a cause de la finitude des d;. Ce genre d’algorithme de saturation est bien connu en infor-
matique. On l'utilise par exemple pour construire un automate déterministe équivalent a un automate non
déterministe donné.

Par contre, dans le cas ou les ensembles sont infinis, calculer la colimite peut s’avérer étre extrémement
difficile, comme le montre 1’exercice suivant :

EXERCICE 160 Montrer que la colimite du diagramme :

N*

DN

N*

m>—>2z+/
r—>3xr+2

N*

55. Formellement, cette relation est définie sur 'union disjointe des d;.
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(ot N* est N privé de 0) est un singleton si et seulement si la conjecture de Syracuse est vraie.(5®)

EXERCICE 161 Soient D et T des catégories. Soit f : d — d' un morphisme de I-diagrammes dans
DZ. Montrer que le pullback le long de f de tout sous-diagramme saturé de d’ est un sous-diagramme
saturé de d.

EXERCICE 162 Soit d : Z — Ens un diagramme dans Ens.

(a) Montrer que si s est un sous-diagramme saturé de d, alors pour toute fleche ¢ : i — j de Z, l'ap-
plication d,, : d; — d; envoie le complémentaire s; de s; (comme partie de d;) dans le complémentaire
/
s de s;.
J J

(b) Montrer que s est un sous-diagramme saturé de d.

(¢) Montrer que les deux inclusions :
d
s s’
forment un cocone colimite (et donc que d = s + s').
PROPOSITION 43 Ens a la propriété du sous-diagramme pour toute petite catégorie.

On sait déja (proposition 41 (page 139)) que Ens est a Z-colimites stables. Soit d : Z — Ens un petit
diagramme ayant un cocdne colimite v : d — A(S). Soit A : s — d un sous-diagramme saturé de d.
Ona d;l(sj) = s; pour toute fleche ¢ : i — j de Z. Posons :

v=J s

i€Ob(T)

ouy; : P(d;) — P(S) est 'image directe (existentielle) par v; (qQu’on a aussi notée 3,,). Pour montrer
S

(
que O(U) = s, il suffit de montrer que ~; '(yi(s;)) = s; pour tout i € Ob(Z). On sait déja que
s; € ;. (i(s1)). Soit done = € v; ! (i(s;)), c'est-a-dire tel que v;(x) € v;(s;). Il existe donc y € s; tel
que v;(z) = v (y). Comme ceci implique que z est équivalent a y, et comme s est saturé, on voit que
X € S;

Supposons maintenant que deux parties U et V de S soient telles que §(U) = (V). Il suffit de
montrer que U C V. Soit € U. Comme les images des ~; recouvrent S (proposition 33 (page 129)),
ilyaunietuny € d; tel que z = ~,(y). Mais alors, y € v; '(U) = 7; }(V), ce qui montre que
vi(y) € V, cest-a-direz € V.

EXERCICE 163 Soit T une petite catégorie.

(a) Soit d : T — Ens un Z-diagramme dans Ens. Montrer que la colimite de d est un singleton si et
seulement si d est indécomposable (définition 44 (page 105)) comme objet de Ens”.

(b) Montrer que tout objet final de Ens” est indécomposable.

56. La conjecture dite de Syracuse est un probléme encore aujourd’hui non résolu posé en 1928 par Lothar Collatz. Paul
Erdos a dit que «les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels problémes ». Il s’énonce de la fagon suivante :
Soit n un entier naturel non nul. S’il est pair on le remplace par sa moitié. S’il est impair, on le multiplie par 3 et on lui
ajoute 1. On recommence cette opération indéfiniment. Alors on doit tomber dans la boucle 4 — 2 +— 1 +— 4...
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PROPOSITION 44 Si D a la propriété du sous-diagramme pour 7, il en est de méme de D¢ pour toute
catégorie C.

On sait déja que D¢ est a4 Z-colimites stables d’apres la proposition 42 (page 139). Soit d : Z — D¢ un
diagramme dans D, (v : d; — S);icob(z) un cocdne colimite sur d. Soit A : s — d un sous-diagramme
saturé de d. Pour chaque objet X de C, Ax : s(X) — d(X) est un sous-diagramme saturé de d(X),
car evy préserve les produits fibrés d’apres la proposition 37 (page 132). Il en résulte qu’il existe
un unique sous-objet pux : T(X) — S(X) de S(X) tel que Ax = Sub(vx)([A](px)), c’est-a-dire tel
que, pour tout i € Ob(Z), on ait un carré cartésien :

rx

T(X) —— S(X)

(@)XT T(%)X

(X (X
si(X) W di(X)
D’apres la proposition 37 (page 132), point (b), ((7i)x)icob(z) est un cocone colimite sur le dia-
gramme d(X) dans D. Comme D est & Z-colimites stables, il en est de méme du cocone ((J;)x )icob(z)
(diagramme ci-dessus), et donc aussi du cocone (J; : s; — T);cob(z) dans D¢ par la proposition 36
(page 131). Pour toute fleche f : X — Y de C, le carré :

si(f)
E—

5:(X) si(Y)
‘%(X)l \Ls«p(y)
50) o s5(Y)

étant commutatif pour toute fleche ¢ : i — j de Z (exercice 85 (page 91)), les fleches (4;)y o s;(f)
forment un cocone sur le diagramme s(Y"). Il en résulte une unique fleche 7'(f) : T(X) — T(Y) telle
que pour tout i on ait T'(f) o (§;)x = (6;)y o si(f)-

On a alors le carré commutatif :
1254

T(X) — S(X)

T(f)i ls(f)

T(Y) 7= S(Y)

rYy

En effet, il suffit de vérifier que pour tout i on a S(f) o ux o (8;)x = py o T(f) o (6;)x, or:

S(flopxo(di)x = S(f)o(n)

([
t/\/ﬂ
SEE
°o X%
1&1\00
S~
<o =
O N~—
o<b><
o 0 ©
>
>

On a donc le monomorphisme p : T — S dans D¢, qui rend commutatif le diagramme suivant (a
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Ly

On voit donc que ) est dans 'image de v* : Sub(S) — Sub(d). Par ailleurs, v* est injective parce
que pour chaque X 7% : Sub(S(X)) — Sub(d(X)) est injective. m

gauche) :

\ \”

—>4d;

La proposition suivante montre que la propriété du sous-diagramme peut s’exprimer de fagon plus
«savante » :

PROPOSITION 45 Une catégorie D a Z-colimites stables a la propriété du sous-diagramme pour T si
et seulement si le foncteur Sub : D”° — Ens préserve les I-limites.

Supposons que D ait la propriété du sous-diagramme. Soit d : Z — D un diagramme ayant un
cocone colimite v : d — A(S). Il s’agit de montrer que le cone partiellement représenté ci-dessous :

Sub(S
Suby ﬁam
Sub(d;) <—— Sub(d
Sub(d

est un cone limite dans Ens, autrement-dit que pour toute famille d’éléments (X;);con(z), avec
X, € Sub(d;), telle que pour toute fleche ¢ : i — j de Z, on ait Sub(d,)(X;) = X;, il existe un
unique élément X € Sub(S) tel que pour tout i on ait Sub(y;)(X) = X;. Or la famille (X;);con(z)
n’est rien d’autre qu'un sous-diagramme saturé de d. Il existe donc un unique sous-objet X de S,
tel que X; soit le pullback de X le long de v;, c’est-a-dire tel que Sub(v;)(X) = X;.

Réciproquement, supposons que Sub : D — Ens préserve les Z-limites. Soit d : Z — D un
diagramme ayant un cocone colimite v : d — A(S). Soit A : ¢ — d un (représentant d’'un) sous-
diagramme saturé de d. Ce sous-diagramme est une famille (X;);con(z) telle que z; € Sub(d;), et
telle que Sub(d,)(X;) = X, pour toute fleche ¢ : i — j. Comme le diagramme ci-dessus est un coéne
limite, il existe un unique élément X € Sub(S5) tel que Sub(v;)(X) = X; pour tout i. Ce sous-objet
de S est I'unique antécédent du sous-diagramme e de d par Papplication 6 : Sub(S) — Sub(d). ®

Des propositions précédentes, on déduit immédiatement :

op
PROPOSITION 46 Pour toute catégorie de préfaisceaux d’ensembles Ens® | le foncteur :
c”yor
Sub: (Ens® ) — Ens

préserve les petites limites. &
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2.3 Classifiants et adjonctions.

2.3.1 Foncteurs représentables et classifiants.

Soit C une catégorie, et A un objet de C. On peut considérer le foncteur de C” vers Ens qui a
tout objet X de C associe 'ensemble C(X, A). Il associe a toute fleche f : X — Y lapplication
fr:C(Y,A) —» C(X, A) définie par f*(g) =go f.

iy
g
A

Un foncteur F : C* — Ens naturellement isomorphe & un foncteur de la forme X — C(X, A) est dit
«représentable », ou «représentable a droite ». On dit alors que l’'objet A «représente » ce foncteur,
ou que A est un «classifiant » de ce foncteur. Il résulte immédiatement de la proposition 20 (page
80) que si A et B sont deux classifiants de F, ils sont isomorphes. On notera par ailleurs que pour
un méme foncteur F' et un méme classifiant A, il peut y avoir plusieurs isomorphismes distincts,
tous naturels en X, de C(X, A) vers F(X), comme le montre 'exemple suivant :

X

EXEMPLE 37 Un exemple simple de classifiant, dont la généralisation est centrale en théorie des topos, est
celui du foncteur (contravariant) X — P(X) qui associe a chaque ensemble X son ensemble de parties P(X),
et 4 chaque application f : X — Y l'application image réciproque f~ " : P(Y) = P(X). Lensemble 2 = {1, T}
des booléens est un classifiant de ce foncteur. En effet, on a 'application :

Ens(X,2) %> P(X)

qui envoie toute application ¢ : X — 2 sur la partie gpfl(T) de X. Il est bien connu que c’est une bijection,
puisqu’il s’agit de la correspondance entre les parties de X et leurs fonctions caractéristiques. La naturalité
de cette bijection, c’est-a-dire le fait que pour toute application f : X — Y le diagramme :

0x

Ens(X,2) —— P(X)

f*T i

Ens(Y,2) —— P(Y)

Oy

soit commutatif, résulte immédiatement des égalités (f*(0)) " (T) = (po f) ' (T) = f~ (¢~ '(T)), valables
pour tout p : Y — 2.

Maintenant, on aurait aussi bien pu définir la bijection Ens(X,2) — P(X) en envoyant ¢ sur ¢ '(L) au lieu
de @71(T). I1 y a donc en général pour un méme foncteur et un méme classifiant plusieurs isomorphismes
naturels possibles.

EXERCICE 164 On note P : Ens’ — Ens le foncteur « ensemble des parties » qui associe & tout
ensemble X son ensemble de parties P(X) et a toute application f : X — Y lapplication «image
réciproque par f»: P(f) = f~': P(Y) — P(X). Pour toute partie A de X, on note yx(A) le complé-
mentaire de A dans X.

(a) Montrer que ~y est une transformation naturelle de P vers P.

(b) On pose 2 = {T,L}. On note Q : Ens~ — Ens le foncteur défini par Q(X) = Ens(X,2) et
Q(f) = [*. Montrer qu’il y a exactement quatre transformations naturelles de Q vers Q.
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(c) En déduire qu’il existe exactement quatre transformations naturelles de P vers P, qu’on identi-
fiera explicitement.

Si on fixe I'élément ¢ de F(A) qui est I'image de 1,4 par la bijection 04 : C(4,A) — F(A), alors
l'isomorphisme naturel en X entre C(X, A) et F(X) est déterminé. En effet, on a pour toute fleche
f: X — A, le diagramme commutatif suivant par naturalité :

C(A7A)4>F(A) lpg——1
A e ] ]
C(X,A) — F(X) f——=F(f)()

et donc Ox(f) = F(f)(¢). Cest pourquoi ’élément € F(A) est appelé « élément universel » du
classifiant A. Si on le connait et si on connait le foncteur F, on retrouve I'image de n’importe quelle
f : X — A par la bijection naturelle 6. En fait, 0 et . se déterminent I'un a partir de 'autre par les
formules :

L = 9,4(1,4)
Ox(f) F(f) ()

Si¢: A — A estunisomorphisme quelconque, ’élément ' = F/(£)(1) est un autre élément universel
possible. En effet, pour toute f : X — A, on pose 0 (f) = F(f)(¢/),etona:

0% (f) = F(f)((') = F(f)(F(&)(1) = Ox (o f) = 0x(§(f))
cest-a-dire 0y = 0y o &, :

ce qui prouve que 6’ est une bijection. De plus, on a pour toute fleche ¢ : Y — X, le diagramme
commutatif :

(X, A) 2 p(X)

puisque 0% (0™ (f)) = F(fo)(t') = F(o)(F(f)(¢) = F(p)(0x(f)), ce qui montre la naturalité de ¢'.

Réciproquement, si deux éléments ¢ et /' peuvent jouer le réle d’élément universel, 'un est I'image
de l'autre par une application F(¢), ol € : A — A est un automorphisme de A.(57) En effet, si 6 et
¢’ sont les bijections naturelles qui correspondent respectivement 4 . et ¢/, c’est-a-dire sont définies
par Ox(f) = F(f)(¢) et 05 (f) = F(f)(/), solent ¢ : A — Aet&: A — Atelles que 04(¢) = ¢/ et

57. Cest-a-dire un isomorphisme de A vers lui-méme.



148 Chapitre 2. Behaviorisme.

04(€)=:.0Ona:

ce qui montre, par définition de ¢, que ( o £ = 14. On prouve de méme que { o = 14.

Il y a donc dans F(A) autant de choix possibles de I’élément universel qu’il y a d’automorphismes
du classifiant A dans la catégorie C, mais cette correspondance n’est elle-méme pas déterminée de
facon unique.(®®)

. P . N N P . . op
Ces considérations nous ameénent a définir un classifiant d’'un foncteur ' : C — Ens de la facon
suivante :

DEFINITION 58 Soit C une catégorie et F : C”" — Ens un foncteur. Un «classifiant » pour le foncteur
F est un couple (A1) ot A est un objet de C et . un élément de F(A) tel que lapplication 0x :
C(X,A) = F(X), définie par 0x(f) = F(f)(¢) soit bijective.

Il n’est pas nécessaire de demander que 6 soit naturelle en X, car cela découle de la définition. Soit
eneffet, f: X —» Y,

C(X, A) X~ P(X)

A

C(Y, A) ——= F(Y)

on a pour toute ¢ : Y — A, F(f)(0y (¢)) = F(f)(F(¢)(t)) = F(p o f)() = Ox(f*(¢)).

L'exemple 37 (page 146) donne une justification du fait que 1’élément universel doit étre donné avec I'objet
classifiant lui-méme. En effet, il s’agit de choisir entre T («vrai») et L («faux »). Un tel choix ne saurait étre
anodin. Méme si jusqu'a un certain point « vrai » et « faux » sont interchangeables, cela devient probléma-
tique quand on consideére par exemple des foncteurs entre topos censés respecter la notion de vérité (foncteurs
«logiques »). Il est alors important que les éléments universels soient donnés. Par ailleurs, dans le cas des ap-
plications informatiques, les éléments universels sont de fait donnés par les algorithmes qui implémentent les
constructions liées aux classifiants. Un autre argument en faveur de cette définition des classifiants comme
paires (objet,élément universel) est la proposition 47 ci-dessous, qui établit une équivalence entre cette défi-
nition et une propriété d’objet initial (ou final) dans une catégorie appropriée.

Les premiers exercices parmi ceux qui suivent montrent que les objets construits précédemment
par des problémes universels sont tous des classifiants.

EXERCICE 165 Soit S un ensemble a un seul élément (un « singleton »). Soit C une catégorie et
F : C" — Ens le foncteur (« constant ») qui envoie tout objet de C sur S et toute fleche de C sur 1g.
Montrer que F a un classifiant si et seulement si C a un objet final. Identifier ’élément universel.

58. Plus précisément, le groupe des automorphismes de 'objet A agit librement et transitivement sur I'ensemble des
éléments pouvant jouer le role d’élément universel, mais il n’y a pas de bijection « canonique » entre ’'ensemble des auto-
morphismes de A et 'ensemble des éléments potentiellement universels.
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EXERCICE 166 Soit C une catégorie, A et B deux objets de C. On considére le foncteur F : C —
Ens qui envoie tout objet X de C sur l'ensemble C(X,A) x C(X, B), et toute fleche ¢ : ¥ — X sur
lapplication :

(fr9) = (fow.gow).

Vérifier que F a un classifiant si et seulement si un produit de A et B existe. Identifier I’élément
universel.

EXERCICE 167 Soit C une catégorie cartésienne, A et B deux objets de C. On considére le foncteur
F : C”" — Ens qui envoie tout objet X de C sur 'ensemble C(X x A, B), et une fleche quelconque
¢ :Y — X sur lapplication :

[ folex1).

Montrer que I a un classifiant si et seulement si une exponentielle de B par A existe. Identifier
l’élément universel.

EXERCICE 168 Montrer que dans la catégorie des espaces vectoriels réels, le foncteur « dual » E
E* (plus précisément le foncteur « ensemble des formes linéaires sur ») a R pour classifiant, avec
lapplication identique de R comme élément universel.

EXERCICE 169 Appelons « ensemble fini au dessus de X » toute application f : Y — X telle que
pour tout x € X, lensemble f~*(z) soit fini. Deux ensembles finis au dessus de X, f : Y — X et
g: Z — X sont dits équivalents s’il existe une bijection ¢ : Y — Z telle que g o ¢ = f. On note F(X)
l’ensemble des classes d’équivalences d’ensembles finis au dessus de X.

(a) Montrer que F est un foncteur Ens’ — Ens, quand on définit F(h) : F(X') — F(X), pour toute
application h : X — X', en demandant que F(h)(f : Y' — X') soit le pullback de f le long de h.

(b) Montrer que Uapplication 6 : N x N — N définie par 0(xz,y) = x + y + 1 est I’élément universel
d’un classifiant du foncteur F.

EXERCICE 170 On considére la catégorie C dont les objets sont les paires (X, s), oit X est un en-
semble et s une involution de X (i.e. une application s : X — X telle que so s = 1x). Un morphisme
de f:(X,s) = (Y,t) est une application f: X — Y tellequeto f = fos.

(a) Montrer que C est cartésienne.

(b) Montrer que le foncteur F : (C”)"" — Ens défini par F(X,s) = X et F(f : (X,s) = (Y,t)) = f :
X = Y a un classifiant ((T',0),.) (oi ¢ € T est I’élément universel). Donner une description explicite
de (T, 0), et indiquer tous les choix possibles pour ..

(c) En déduire que si une exponentielle (E, e) = (Y, 1)) existe pour deux objets (X, s) et (Y,t), alors
on a une bijection :
C((Tx X,o xs),(Y,t)) > E

(d) Sous les mémes hypothése que dans la question précédente, montrer qu’il y a une bijection \ :
YX = E telle que At o f o s) = e(\(f)) pour tout f € Y.

(e) Montrer que C est cartésienne fermée.

EXERCICE 171 On note Ab la catégorie des groupes abéliens et homomorphismes de groupes. Pour
tout groupe abélien G, on note S(G) l'ensemble de ses sous-groupes.
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(a) Montrer que les applications G — S(G) et f — f~' définissent un foncteur S : Ab” — Ens.
(b) Montrer que si S a un classifiant T, alors tout élément de I est d’ordre 2.

(¢) Montrer que le foncteur S n’est pas représentable.

Lexistence d’un classifiant pour le foncteur F est équivalente a 'existence d’un objet final ou initial
dans une catégorie appropriée :

PROPOSITION 47 Soit F : " — Ens un foncteur. On considére la catégorie C'T) dont les objets sont
les couples (X, k), ou X est un objet de C et k € F(X), et dont les fleches de (X, k) vers (X', ") sont
les fleches [ : X' — X de C telles que F(f)(r) = «'. Alors les classifiants de F sont les objets initiaux
de CF),

En effet, supposons d’abord que (A, ¢) soit initial dans C (") Pour toute fleche f : X — A deC, on pose
Ox(f) = F(f)(t), ce qui définit une transformation naturelle, puisque pour toute fleche p : ¥ — X,
on a alors F(0)(0x(f)) = F(fop)(t) = F(e*(f)) () =0y (©*(f)). Comme (A, ) est initial, on a pour
tout élément x € F(X), une unique fleche f : X — A telle que x = F(f)(+) = 0x(f). On voit donc
que Ox est une bijection.

Réciproquement, supposons que (A,:) soit un classifiant de F, et soit (X, ) un objet de ¢ 1
existe une unique fleche f : X — A telle que x(f) = . Donc (4, 1) est initial dans C(*). m
A ce point on a montré que toutes les manieéres précédentes de construire des objets dans une catégorie, des

objets initiaux et finals aux classifiants sont équivalentes. Ces méthodes peuvent se « simuler » les unes les
autres.

PROPOSITION 48 Pour toute petite catégorie C, le foncteur Sub : (Ensc)op — Ens est représentable.

Pour tout objet X de C, appelons «idéal a gauche sur X »(*?) tout ensemble de fleches de source X
qui est stable par composition & gauche, et notons Z(X) ’ensemble des idéaux & gauche sur X. On
a donc, pour tout v € Z(X), ¢ o g € v pour toute fleche g € v et toute fleche ¢ composable a gauche
avec g. Si f : X — Y est une fleche de C, et v € Z(X), notons f.(y) I'ensemble des fleches ¢ de
source Y telles que v o f € . Alors f.() est stable par composition a gauche.

Xy P Vo

En effet, si ¢ est composable a gauche avec ¢, et si ¢ € f.(y),ona po f € v,doncyopo f €+, donc
Yo p € fi(v). On voit donc que Z est un foncteur de C vers Ens, c’est-a-dire un objet de Ens®. Il est
facile de vérifier que (1x). = 1z(x) et (go f)« = g« © fs.

Nous allons montrer que cet objet est un classifiant pour Sub : (Ens®)” — Ens. Par ailleurs,
lensemble de toutes les fleches de source X (qui est un idéal a gauche sur X) sera noté X. On a
done X € Z(X) pour tout objet X, et il est clair que pour toute fleche f : X — Y, on a f. ()?) =Y.
On a donc une transformation naturelle . : 1 — Z(%°) qui est un monomorphisme dans Ens® (car
1 est final), et on va voir que le sous-objet [¢] représenté par ce monomorphisme peut tenir lieu
d’élément universel. Noter que pour tous vy € Z(X) et ¢ : X — Y, ¢ € y est équivalent a p.(v) = Y.

59. 1l s’agit de la notion duale de celle de «crible » (définition 98 (page 291)).
60. Rapellons que 1 : C — Ens est le foncteur constant qui envoie tout objet X de C sur le singleton canonique de Ens, et
que C’est un objet final dans Ens®.
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Il s’agit donc de montrer que I'application :

Ens®(F,7) —— Sub(F)
A ——> Sub(\)([4])

est bijective,(%1) et pour cela nous exhibons sa réciproque y en posant, pour tout sous-objet G de F,
tout objet X de C et tout z € F(X), x(G)x(z) = {p: X =Y € X | F(¢)(z) € G(Y)}. Il est immédiat
que x(G)x(z) € Z(X). Notons d’abord que d’apres la proposition 38 (page 133) (carrés cartésiens
ci-dessous), pour tout objet X de C et tout 2 € F(X), on a = € Sub(\)([¢])(X)(®?) si et seulement si
)\X (QZ) = X.

o— =1 o > {x}
w?*i J{ (wf*)xg lwf
F—=1 F(X) ——I(X)

Autrement-dit, on a 0(\)(X) = {z € F(X) | Ax(z) = X}.
On a, pour tout A : FF — Z, tout objet X de C et tout « € F(X) :

xX(0(N)x(@) = {p: X =Y | F(p)(z) € 0(N)(Y)}
{02 X 57 D (F)@) =

= {p: X=>Y|w.(Ax(z))=Y

= {p: X =2Y|peix(z)}

= Ax(z)

Réciproquement, pour tout sous-objet G de F' et tout objet X de C :

O(x(G))(X) {z € F(X) | x(G)x(x) = X}
{z € F(X) | Voxoy ¢ € X(G)x(2)}
= {2z € F(X) | Voxoy F(p)(x) € G(Y)}

)
}
} (naturalité de \)

Y
Y

Or, ce dernier ensemble est G(X), car si z € G(X), alors F(p)(z) € G(Y) pour toute fleche ¢, et
réciproquement, si F'(¢)(z) € G(Y) pour toute fleche ¢, on a z € G(X) en prenant o = 1x. ®

Noter qu’en combinant la proposition ci-dessus et 'exercice 155 (page 130) question (b), on retrouve le résultat
de la proposition 46 (page 145).

2.3.2 Lemme de Yoneda.

Si le foncteur F a un classifiant (A, (), une transformation naturelle ¢ de F vers n’importe quel
foncteur G : " — Ens est complétement déterminée par I'élément u, = (1) € G(A). En effet, on
a le diagramme commutatif suivant pour tout z € F(X) :

F(X)—> G(X)

F(ﬂxlwnT TG(&J;@))
F(A) ——= G(4A)

et comme, d’aprés la définition 58 (page 148), = = Ox(05'(z)) = F(0%'(2))(1), on a ¢(z) =
O(F(0 (%)) = GO% (2))(p(1)) = G(0%'(z))(u,). Réciproquement, si on se donne un élément

61. On sait qu’il est inutile de montrer qu’elle est naturelle (définition 58 (page 148))
62. Rappelons que Sub(M\)([¢]) = [wf"ﬂ par définition du foncteur Sub, ou wf"L est le pullback de ¢ le long de .
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u € G(A), on obtient une transformation naturelle ¢ : F — G en posant, pour tout objet X de C et
tout z € F(X), pu(z) = G(05" (x))(u). Il suffit de vérifier que ,, ainsi définie est naturelle. Or, on a
pour toute f: X —» Y ettouty e F(Y):

eu(F(f)y) = G

= G

On a de plus ¢, (v) = G(0%" (7))(u,) = p(z) et de méme u,, = ¢, (1) = G(0,"(1))(u) = u. On a donc
une bijection :
G(A) ~ Nat(F, Q)

et on peut énoncer :

PROPOSITION 49 (Lemme de Yoneda) Soient F,G : C" — Ens deux foncteurs. Si F est représenté
par le classifiant (A, 1), Papplication ¢ — (1) est une bijection de Nat(F,G) vers G(A). ®

2.3.3 Foncteurs adjoints.

Les notions précédemment introduites d’objet final ou initial, de somme, de produit et d’exponen-
tielle, peuvent étre redéfinies d'une manieére plus « globale », a 'aide des « foncteurs adjoints ». Par
plus « globale » nous entendons qu’au lieu de définir par exemple le produit de deux objets particu-
liers, nous pouvons, en demandant ’existence d’un seul foncteur adjoint, demander que toutes les
paires d’objets aient un produit.

DEFINITION 59 Soient C et D deux catégories et

G
S
cZ D

F

une paire de foncteurs tels que la source de l'un soit la cible de l'autre. Une « adjonction de F' a G »
est un isomorphisme naturel entre les foncteurs :

(X,Y)~ D(F(X),Y) et (X,Y)~C(X,G(Y))

de C”" x D vers Ens. Si une telle adjonction existe, on dit que F est « adjoint & gauche » de G, ou que
G est «adjoint a droite » de F.

Il résulte immédiatement de cette définition et de la proposition 21 (page 81) que si les foncteurs G
et H sont tous deux adjoints a droite de F, alors ils sont isomorphes, ce qui signifie qu’il existe pour
tout objet Y de D un isomorphisme G(Y) — H(Y) naturel en Y. Bien siir, on a le méme résultat
pour des adjoints a gauche.

EXERCICE 172 On considere la catégorie C suivante :

1XCX¢Y31Y
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et soit M un monoide qu’on considere comme une catégorie (a un seul objet).

(a) Montrer qu’il n’existe aucune paire de foncteurs adjoints entre ces deux catégories.

Pour tous objets X et Y de C et D respectivement, notons 0x vy : D(F(X),Y) — C(X,G(Y)) liso-
morphisme de I'adjonction de F' & G. La naturalité de 6xy par rapport a X signifie quon a le
diagramme commutatif suivant, pour toute fleche f : X — X' :

D(F(X"),Y) — 2o e(X!, G(Y))
Fm*l lf*
D(F(X),Y) —22 + ¢(X,G(Y))

autrement dit, en simplifiant un peu les notations : f* 0§ = 6 o F'(f)*, ou encore, en appliquant les
deux membres & un élément de D(F(X’),Y), c’est-a-dire a une fleche ¢ : F(X') - Y :

O(p)of = 0(poF(f))

De méme, la naturalité de 6x y par rapport a Y s’exprime par la commutativité du diagramme
suivant pour toute fleche g: Y — Y :

D(F(X),Y) —2+ ¢(X,G(Y))
Q*J{ lG(g)*
D(F(X), V) —2 e(X,G(Y")

ce qui nous donne, pour toute fleche ¢ : F(X) — Y, la relation :
0lgop) = G(g)o0(e)
En combinant les deux égalités ci-dessus, on obtient :

PROPOSITION 50 Pour toute adjonction FF 4 G : C — D, la naturalité de la bijection 6 :
D(F(X),Y) = C(X,G(Y))en X et en Y s’exprime par l’égalité :

0gopoF(f)) = Glg)eb(p)ofm

On retrouve bien sir les deux premieéres égalités en faisant f = 1 ou g = 1.

Un moyen pratique pour retrouver facilement les égalités précédentes est d’écrire I'adjonction a la
maniére de Gentzen :
F(X)—2 Y

X GY)

0(v)

puis d’ajouter des fleches de part et d’autre comme ceci :

Fz)— s px)— oy

Z X G(Y)
f 0(¥)

G(T
G(g) ()
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Alors chaque composition de la ligne inférieure est I'image par 6 de la composition qui se trouve
juste au dessus. La «regle » ci-dessus donne d’ailleurs une image particulierement claire de ce en
quoi consiste la naturalité de 6.

La proposition 50 permet également d’écrire en notation bidimensionnelle :

fIF ! f 9<fF)
A —9<s0)—9(<p)— @
g g 9lG glG

EXEMPLE 38 Soit C une catégorie, telle que le foncteur diagonal A : C — C x C ait un adjoint & droite
P:CxC— C.Comme A(Z) = (Z,Z), on a une bijection naturelle :

€ xC)((Z,2),(X,Y)) —2=C(Z, P(X,Y))

En remplacant Z par P(X,Y), on voit qu’il existe une unique fleche (p1,p2) : (P(X,Y),P(X,Y)) — (X,Y)
telle que 0(p1,p2) = lp(x,v), et cette fleche est un cone de sommet P(X,Y) sur X et Y. Ce cone est un
produit de X et Y. En effet, donnons-nous un céne quelconque sur X et Y, c’est-a-dire un élément (f, g) de
(CxC)(Z,2),(X,Y)). Pour une fleche u : Z — P(X,Y) quelconque, la proposition 50 (page 153) donne :

u = 0(p1,p2)ou
= 0((p1,p2) o (u,u))
= 6O(prou,p2ou)
En remplacant u par 0(f, g) et en utilisant le fait que 0 est bijective, on obtient p100(f, g) = f et p200(f,g) = g,

et 0(f, g) est donc un morphisme du cone (f, g) vers le cone (p1, p2). Supposons que u soit un autre morphisme
entre ces deux cones. le calcul ci-dessus montre que u = 0(f, g).

On voit donc que si A : C — C x C a un adjoint a droite, alors toute paire d’objets de C a un produit. On verra
plus loin que réciproquement, si un produit est donné (i.e. on n’a pas a le choisir) pour chaque paire d’objets
de C, alors A a un adjoint a droite.

EXEMPLE 39 Voyons ce que deviennent les égalités de la proposition 50 dans le cas de 'adjonction entre le
foncteur diagonal A : C — C x C (qui joue le role de F') et le foncteur produit x : C x C — C (qui joue le rdle
de G) pour une catégorie cartésienne C. Liégalité 6(¢) o f = 0(p o F(f)) devient aprés remplacement de ¢ par

(f,g)etde fparh:
(f9)oh={(f,9) o A(h)) =(foh,goh)

Quant a l'égalité 0(g o ) = G(g) o 6(y), elle devient apres remplacement de ¢ par (f, g) et de g par (u,v) :

(uxw)o(f,g)=(uofvog)
11 s’agit bien str d’égalités déja établies dans la section 2.2.2 (page 101).

EXEMPLE40 SiF 4G :C — D, alors G 4 F" : D" — C”. En effet, le diagramme commutatif, dont les
fleches horizontales sont des bijections (pour f : X — X'):

D(F(X),Y) ——C(X,G(Y))
rorf B
D(F(X'),Y) —C(X', G(Y))

peut s’écrire :
DY (Y, F" (X)) ——C"(G" (V), X)

F"”(pr Tf*

D" (Y, F” (X)) —=C"(G7 (), X')

et de méme pour ce qui est de la naturalité par rapport a Y.
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EXEMPLE 41 Notons Graph la catégorie des graphes et Cat celle des catégories. Comme toute catégorie est
un graphe, on a un foncteur d’oubli U : Cat — Graph. Ce foncteur & un adjoint a gauche L : Graph — Cat.
On I'a déja construit en ce qui concerne les objets avec la proposition 19 (page 74). Il suffit en effet de poser
L(G) = G pour tout graphe G, ou1 G est «la catégorie libre sur le graphe G ». Si f : G — H est un morphisme de
graphes, la proposition citée nous donne un foncteur (unique) F' : G — #, tel que Floi = f. Dans la formulation
de cette proposition, le graphe sous-jacent a une catégorie est noté comme cette catégorie, c’est-a-dire que le
foncteur d’oubli U est « transparent ». Si on réintroduit la notation U, I'égalité F o i = f devient (avec C = H)
le diagramme commutatif :

N Joe

H—>U(H)

ott la fleche nommée v ci-dessus est celle qui est nommée 1 dans la proposition. On pose donc L(f) = F : G —
7. La bijection :
Cat(L(G),C) —— Graph(G,U(C))

est alors simplement la correspondance bijective ' ++ ¢ de la proposition 19. Autrement-dit 0(F) = U(F) o i.
La naturalité de 6 se vérifie facilement :

O(gowo L(f)) = U(g)oU
U

Il

~
~
Q
S

o

Le foncteur L est donc adjoint a gauche de U.

EXERCICE 173 (Lawvere) Soient F' : C — D et G : D — C deux foncteurs. Montrer que F - G si
et seulement si il existe un isomorphisme de catégories 6§ : F/D — C/G commutant avec les deux
foncteurs d’oubli U et V (voir la section 2.1.3 (page 74)), c’est-a-dire tel que le diagramme ci-dessous
soit commutatif :

EXERCICE 174 Montrer que si F : C — D est une équivalence de catégories, d’inverse G : D — C a
équivalence pres, alors F 4 G et G - F.

EXERCICE 175 Soient les foncteurs :

Montrer que si F 1Get H4 K, alors Ho F 4G o K.

EXERCICE 176 Soit C la catégorie dont les objets sont les paires (X,p), oit X est un ensemble et
p: X — X une application telle que p o p = p. Un morphisme f : (X,p) — (Y, q) est une application
f: X > Ytellequeqgof=fop.
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(a) Montrer que que le foncteur F : Ens — C défini par F(X) = (X,1x) et F(f) = f, pour toute
application [ : X — Y a un adjoint a droite G.

(b) Montrer que G lui-méme a un adjoint a droite.

2.3.4 Unité et co-unité.

A chaque adjonction sont attachées deux autres transformations naturelles importantes. En effet,
le cas particulier Y = F(X) :

Ox, r(x)

D(F(X), F(X)) C(X, G(F(X)))
nous donne la fleche :

0 1
¥ x.r(x)(Lrx)) G(F(X))

qu'on appelle « unité » (en X) de 'adjonction de F' a G, et qu’on note nx. n : 1¢ — G o F est alors
une transformation naturelle. En effet, le diagramme suivant est commutatif pour toute fleche
f: X =Y.

X XL G(F(X))
G(

fl l F(f)

G(F(Y))

ny

c’est-a-dire qu'on a 7y o f = G(F(f)) o nx. On peut le voir en remarquant que les deux «regles » :

FO) I py) 2~ FyY) P(X) —— F(x)— L Py
T X— =Y ——=GUF)) X——=GIFX)) ——GUFY))
7 w x GF (D)

ayant des lignes supérieures égales, doivent aussi avoir des lignes inférieures égales.

De méme, le cas particulier X = G(Y) nous donne la bijection :

Oc(v),y

D(F(G(Y)),Y) C(G(Y),G(Y))

et donc la fleche :

-1
ec(y),y(lG(Y))

F(G(Y))

qu’on appelle « co-unité » (en Y) de 'adjonction de F a G, et qu’on note £y. Comme précédemment,
¢: F oG — 1p est une transformation naturelle.

On fera attention a ne pas confondre la transformation naturelle 7 : 1 — G o F' et la transformation
naturelle nx : X — G(F(X)) du foncteur X vers le foncteur X|F|G, quand on voit les objets de C
comme des foncteurs 1 — C. Aussi doit-on éviter d’abréger la notation 7x en 7, en particulier quand
on utilise la notation bidimensionnelle, pour laquelle 7x est X|n, alors que 7 est 1.

La naturalité de 7, a savoir 'égalité 7y o f = G(F(f)) o nx s’écrit en notation bidimensionnelle :

fln — f _ flie

AIFIG — fln— fln



2.3 Classifiants et adjonctions. 157

puisque X et Y sont la source et la cible de f. Mais comme G o F est la cible de 7, et le foncteur
identité la source de 7, on peut aussi I’écrire de la maniére plus symétrique :

Tl _ fln
fln - fln
comme on s’y attendait. Bien entendu, la naturalité de ¢ s’exprime de facon semblable, a savoir :
gle _ gz
gle  gle

pour toute fleche g de D.

PROPOSITION 51 Tout adjoint & gauche préserve les colimites et tout adjoint a droite préserve les
limites.

En vertu de 'exemple 40 (page 154), il suffit de traiter I'un des deux cas. On va montrer qu'un
adjoint a droite préserve les limites. Soit donc ' 4 G : C — D une adjonction, d : Z — D un
diagramme dans D qui a un cone limite de sommet L et de projections 7; : L — d(i) (i € Ob(Z)).
On notera & : ¢ — j une fleche quelconque de Z. On a 7; = d(§) o ;. En appliquant le foncteur G on
obtient un céne de sommet G(L) sur le diagramme G o d de projections G(7;). Il s’agit de montrer
que c’est un cone limite sur G o d.

L < i <
X oF(y)  Glmy | G
) G)) — GU))

Soit donc un cone quelconque de sommet X et de projections \; sur G o d, il s’agit de montrer qu’il
existe une unique fleche ¢ : X — G(L) telle que G(m;) o ¢ = A;. En appliquant le foncteur F a ce
cone, on obtient le cone de sommet F(X) et de projections F'()\;) sur le diagramme F o G od. On le
transforme en cone sur d en composant chaque projection avec ¢ : F(G(d(i))) — d(i). La naturalité
de e, a savoir € o F(G(£)) = £ o, montre qu'on obtient bien un cone sur d. Il existe donc une unique
fleche ¢ : F(X) — L telle que m; 0 ¢ = £ 0 F(\;).

Ladjonction 6 : D(F(X),Y) — C(X,G(Y)) nous donne la fleche 0(¢) : X — G(L). Ona G(m;)o0(p) =
O(m; 0 p) = B(e) o \; = A\;. On a donc prouvé l'existence de notre fleche . Pour ce qui est de son
unicité, supposons qu'on ait G(m;) o v = \;. En appliquant F' et en composant avec ¢, on obtient
miop=coF(\)=¢eco0F(G(m))o F(¢) =m 0eo0 F(1), donc ¢ = ¢ o F(¢)) par définition de la limite
L, et en appliquant 6, on a finalement 0(¢) = () ov =¢). A

EXERCICE 177 Montrer qu’un foncteur adjoint a gauche (resp. a droite) préserve les épimorphimes
(resp. les monomorphismes).

EXERCICE 178 Montrer que dans une catégorie cartésienne fermée, si () : X; — 1 est un épimor-
phisme pour chaque objet de la famille finie {X;}o<i<n, alors () : Xo x --- x X,, — 1 est un épimor-
phisme.
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EXERCICE 179 On note Z la catégorie opposée a l'ensemble 7. muni de Uordre de la divisibilité (cet
ensemble ordonné étant vu comme une catégorie), et on note A la catéorie des anneaux commutatifs
unitaires.

(a) Montrer que la correspondance associant & tout entier n 'anneau Z/n7 est un foncteur de Z
vers A.

(b) Montrer que la correspondance associant a tout anneau commutatif unitaire A sa caractéristique
(plus petit entier n strictement positif tel que nl = 0 s’il existe et 0 sinon) définit un foncteur qui est
adjoint a droite du précédent.

(¢) En déduire que Z/nZ &z Z/mZ ~ Z/PGCD(n, m)Z (utiliser l’exercice 111 (page 105)).

EXERCICE 180 Soit F : C — D un foncteur qui a deux adjoints a droite G, H : D — C. On sait que G
et H sont naturellement isomorphes. Montrer que parmi tous les isomorphismes naturels A : G — H,
un et un seul est tel que c o F(\) = ¢ :

Enoncer le résultat analogue pour les adjoints & gauche.

EXERCICE 181 Montrer qu’une catégorie C a un objet initial (resp. final) si et seulement si l'unique
foncteur () : C — 1 a un adjoint a gauche (resp. a droite). Si c’est le cas, l'image de I'unique objet de
1 par cet adjoint est initial (resp. final) dans C.

EXERCICE 182 Pour tout ensemble fini ¥ = {a,b,c,...} qu'on appelle “alphabet”, et dont les élé-
ments seront appelés “lettres”, on note ¥* 'ensemble de tous les “mots” de longueur finie qu’on peut
écrire avec des lettres de ¥. X" est un monoide, d’élément neutre le mot vide (aucune lettre) et ayant
la concaténation des mots pour multiplication.

(a) Soient a et b deux lettres distinctes. Montrer que le cocone
{a} —> {a.0}" <= {b}"
ou i et iz sont les inclusions canoniques (au sens ensembliste), est une somme de {a}” et {b}* dans
la catégorie des monoides.
(N, +,0) est un monoide, de méme que N x N, muni de Uaddition (z,y) + (u,v) = (x + u,y + v).
(b) Montrer que le cocone :
N— % s NxN<—2 N

ot i1(n) = (n,0) et ia(n) = (0,n) est une somme de N et N dans la catégorie des monoides commuta-
tifs.

(¢) En déduire que le foncteur d’inclusion de la catégorie des monoides commutatifs dans la catégo-
rie des monoides n’a pas d’adjoint a droite.

L'unité et la co-unité d’'une adjonction sont liées par des relations :
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PROPOSITION 52 (Kan) Soit F 4 G : C — D une adjonction, d’unité n et de co-unité . Les dia-
grammes suivants sont commutatifs :

r- " rGr GFG < _ G
NN %
1 1
F G

Les égalités e o 'y = 1 et Ge o ng = 1 seront appelées « relations unité | co-unité ».(3)

Pour tout objet X de C, ep(x) o F(nx) est une fleche de F(X) vers I'(X). Pour montrer qu’elle est
Iidentité, il suffit de montrer que son image par 6 x r(x) est 7x. La proposition 50 (page 153) donne
O(ep(x) o F(nx)) = 0(ep(x)) o nx. Or, par définition de ¢, 0(cp(x)) = lg(r(x)). Lautre diagramme se
traite de méme. B

En notation bidimensionnelle, les identités ci-dessus deviennent :

WE_ Gy
Fle F e|G

La proposition suivante donne une définition alternative des adjonctions en termes de I'unité et de
la co-unité.

PROPOSITION 53 Si F : C — D et G : D — C sont deux foncteurs, n: 1 — GF et ¢ : FG — 1 deux
transformation naturelles rendant commutatifs les diagrammes de la proposition 52 (page 159),
alors F est adjoint a gauche de G, et les bijections naturelles réciproques :

0

DF(X),Y)_  ~C(X,G(Y))
¢
sont donnés par les formules :
0(p) = Glp)onx
(W) = eyoF(v)

La naturalité de 6 découle immédiatement de celle de 7. En effet, pour f : X — X’ (proposition 50
(page 153)) :

Op)of = Glp)onxof
G(p) o GF(f)onx:
G(po F(f)) onx

= 0(po F(f))

L'autre relation se vérifie de méme. Il reste a vérifier que ( tel que défini ci-dessus est bien I'inverse
de §.On a:

C0(p) = ey oF(G(p)onx) 0C(¥)) = Gley o F(¥))onx
ey o FG(p) o Finx Gey o GF(¢) onx
poepx) o Fnx Gey ongy) oy

= o - ym

63. Aussi appelées dans la littérature « equations triangulaires ».
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EXEMPLE 42 On a vu plus haut qu'une catégorie C a des produits binaires si et seulement si le foncteur
diagonal A : C — C x C a un adjoint a droite. On peut vérifier facilement qu’une catégorie cartésienne C a des
exponentielles si et seulement si pour tout objet A de C, le foncteur X — X x A de C vers C a un adjoint a
droite. Ceci ne fait bien siir que généraliser ce que nous avons déja vu pour les algebres de Heyting.

En effet, si on a I’'adjonction :

XxA—1 vy

A
Aa(f)

alors en remplacant X par Y* on obtient un « candidat évaluateur » ev : Y* x A — Y (qui est bien sir la
co-unité de ’adjonction). On peut compléter la regle ci-dessus comme ceci :

A 1 v
XxAtADX A gy
A YA
Aa(f) 1

ce qui montre que le composé du haut ne peut étre que f (A4 est bijective) et méme que A(f) est la seule
fleche qui induise un morphisme du diagramme f : X x A — Y vers le diagramme ev : Y x 4 — Y. On
a donc bien affaire a une exponentielle. On peut établir la réciproque « a la main », mais on le fera beaucoup
plus facilement un peu plus loin a I'aide de la proposition 55 (page 162).

EXEMPLE 43 1l s’agit de 'exemple historique a partir duquel D. Kan a introduit la notion de foncteurs
adjoints. Nous nous placons dans la catégorie Top® des espaces topologiques pointés et applications continues
pointées. Un espace topologique pointé est une paire (X, %), ou X est un espace topologique et * un point de X
(toujours noté * quel que soit X) et appelé « point de base » de X. Un morphisme f dans Top® de (X, *) vers
(Y, x) est une application continue f : X — Y telle que f(x) = .

Un foncteur bien connu de Top® vers Top*® est le foncteur « espace des lacets ». A chaque espace pointé (X, ) il
associe 'ensemble des lacets de (X, ), c’est-a-dire des applications continues o : [0, 1] — X, telles que o(0) =
o(1) = *. Cet ensemble recoit la topologie dite « CO-topologie » ou « topologie compacte-ouverte ». Pour éviter
des détails trop techniques, on peut se restreindre aux seuls espaces métriques pour lesquels la CO-topologie
est tout simplement la topologie de la convergence uniforme. Le lacet constant (défini par o(t) = * pour tout
t € [0,1]) sera le point de base de cet « espace des lacets de (X, ) », qui sera noté Q(X). Q est clairement un
foncteur (covariant) de Top® vers Top® par composition des applications continues (2(f)(c) = f o o).

Un autre foncteur de Top® vers Top® trés utilisé en topologie algébrique est la « suspension réduite ». A chaque
espace pointé (X, x) on associe d’abord le produit X x [0, 1], dans lequel on écrase en un seul point (noté x et
qui servira de point de base) le sous-ensemble X x {0, 1}U{x} x [0, 1]. Il s’agit bien siir d'une topologie quotient,
et I'espace topologique obtenu sera noté ¥(X) et appelé la « suspension réduite » de (X, *) . Une application
continue pointée f : (X,*) — (Y, *) induit une application continue pointée %(f) : X(X) — X(Y), car la
formule X(f)(x,t) = (f(z),t) passe au quotient.

Le foncteur X est alors adjoint a gauche du foncteur Q. Autrement-dit :
S(X) =Y
X = Q)

En fait, ceci peut étre vu comme un cas particulier d’adjonction entre produit et exponentielle. En effet, si K
est un espace localement compact, un exercice élémentaire de topologie générale montre qu’il est équivalent
de se donner une application continue X x K — Y ou sa curryfiée X — Y, ce qui est bien un cas particulier
de I'adjonction produit - exponentielle. Bien str [0, 1] est localement compact, et il reste juste & voir que tout
ceci passe bien au quotient, ce qui ne pose pas de difficulté.

EXERCICE 183 Soit F' 4G : C — D une adjonction et soit I une catégorie. Montrer que :
F.4G,:c* = D* G*4F*:.1¢ - 1P

et que sin: 1 — G o F est l'unité de 'adjonction F 4 G, et sion noten, : 1 - G, o F, = (Go F),
la transformation naturelle définie pour tout objet H de CT par H — ny (composition hétérogéne),
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alors n, est lunité de 'adjonction F, 4 G.. Montrer de méme que ¢, : F, o G, — 1 est la co-unité de
F, 4 G,. Montrer enfin que l'unité de adjonction G* 4 F* est n* : 1 — F* o G*, définie par H — Hw,
et que sa co-unitéestc* : G* o F* — 1.

EXERCICE 184 Soient A, B et C des catégories. Comme la catégorie des catégorie est cartésienne
fermée, on a pour tout objet X de C (vu comme un foncteur de 1 vers C), et pour tout foncteur F : A —
B, le diagramme commutatif de foncteurs :

Ac . pe

o evy =evo(l,Xo()). Soit 141G : A — Bune adjonction. On sait que F, - G, (exercice 183
(page 160)). On note indifférement n et ¢ les unités et les co-unités de ces deux adjonctions. Montrer

que evxn = Neyy €L €VXE = Eeyy-

PROPOSITION 54 Si C est une catégorie qui a tous les petits produits, un foncteur F : " — Ens a
un classifiant si et seulement s’il a un adjoint a gauche.

Si F' a un adjoint a gauche L, on a une bijection :
C”"(L(E),X) — Ens(E, F(X))
naturelle en E et en X. En particulier, pour £ = 1, on obtient la bijection :
C(X,L(1)) —» Ens(1,F(X)) ~ F(X)
naturelle en X, et L(1) est donc un classifiant de F.
Réciproquement, si F' a un classifiant T, on a une bijection : F(X) — C(X,T) naturelle en X, donc

une bijection
Ens(E, F(X)) — Ens(E,C(X,T)) = C(X,T)"

toujours naturelle en X, pour tout ensemble F, et bien évidemment naturelle en E. Comme C a
tous les petits produits, on a une bijection naturelle C(X,T)? — C(X,T¥), ou I'? est la limite du
diagramme constant envoyant tout élément de E sur I', autrement-dit le produit H I.

zelE

Cette bijection est aussi naturelle en E. En effet, pour toute application f : E — E’, on a la fleche
f*:TE = TP définie par f* = (1f(,))zcm, et le diagramme :

C(X, F)E/ —C(X, FE/) (‘Py)yeE’ — <80y>y€E’

| e ]

C(X,INF ——=C(X,I'") (1)) eer (P f(x))acE
qui est commutatif car

(f*)*«@u)ueE’) <7Tf(ac)>a:€E © <‘Py>y€E’
(Tf(x) © (Py)yer)een
= (Tf(x))ecE
On a donc la bijection : C”' ('Y, X) — Ens(E, F(X)) naturelle en X et en E, ce qui fait que £ — I'
est adjoint & gauche de F. m



162 Chapitre 2. Behaviorisme.

2.3.5 Fonctorialité.

Nous avons vu ci-dessus plusieurs problémes universels : objet final ou initial, produit, somme,
exponentielle, produit fibré, limite, colimite, classifiant. Dans le cas des produits par exemple, on
associe a une paire d’objets A et B d'une catégorie C un objet A x B accompagné de fleches 7 et
. En supposant qu’on soit capable de faire ceci pour toute paire d’objets A et B, on obtient, quitte
éventuellement a faire des choix, une fonction appliquant chaque paire (A, B) d’objets de C sur un

cone produit A< AxB—">B.

On a donc en particulier une fonction qui associe a toute paire (A, B) d’objets de C un objet A x B
de C. Il est possible d’étendre cette fonction en un foncteur de C x C — C, sans faire aucun choix
supplémentaire. En effet, il s’agit, étant données deux fleches f : A — Bet g: C — D de construire
la fleche f x g : A x C — B x D. Il suffit de poser f x g = (f o7, goms). On ne fait pas d’autre choix

que celui (déja effectué) du cone A <—— A x B—"> B, puisque, ce cone étant un produit, cette
fleche est 'unique fleche p: Ax C - Bx Dtelleque mop = fetmop=g.

u g u é u u 7, T ) dé i drati _,_),acau
On remarquera également que de méme que le couple (71, détermine l'opération (_,_), a cause

de la finalité du cone A <—— A x B—"> B, cette opération détermine le couple (m1,m2), pourvu
quelle soit bijective, car (71, 7) = (_,_)"'(1axp). On a ici le méme phénoméne qu’avec un classi-
fiant (A, ), et ce n’est pas par hasard, puisque comme on 'a vu dans l'exercice 166 (page 148), un
produit est un cas particulier de classifiant dont I’élément universel est la paire de projections.

La méme chose vaut pour les autres problemes universels. Nous traitons le cas « générique » des
classifiants.( %)

PROPOSITION 55 Soient C et D des catégories, et F : C'* x D — Ens un foncteur. On suppose que
pour tout A € Ob(D), le foncteur X — F (X, A) a un classifiant (T 4,14). Alors Uapplication A — T 4
(de Ob(D) vers Ob(C)) s’étend de maniere unique en un foncteur I' : D — C tel que Uapplication
0:C(X,T4) = F(X, A) définie par 0(p) = F(p,14)(ta) soit naturelle en A.

Rappelons que le foncteur X — F(X, A) envoie toute fleche o : X — Y sur F(p,14) : F(Y,A) —» F(X, A), et
que 0 est bijective et naturelle en X.

Traitons d’abord la question de I'unicité. Si le foncteur I' existe, rendant 6 : C(X,T4) — F(X, A)
naturelle en A, on a en particulier le diagramme commutatif suivant pour toute f : A -~ Bde D :

C(TA,TA) —2> F(Tp, A)

(F.f)*i \LF(laf)

C(T4,Tp) — F(T'4, B)

qui impose que (') = 6((T'y)«(1r,)) = F(Q1,f)(0(1r,)) = F(1,f)(ta). On pose donc I'y =
O~ (F(1,f)(ta)). Ona Ty, = 67 (F(1,1)(ta)) = 0 '(ta) = 1r,. Montrons d’abord que 6 est na-
turelle en A. On montrera ensuite que I" préserve la composition. On doit montrer que pour toute
fleche f : A — B de D, le carré suivant est commutatif :

C(X,T4) 2> F(X, A)

(Ff)*i iF(l»f)

C(X,Tp) — F(X, B)

64. La proposition 55 sera utilisée de maniere essentielle pour prouver la proposition 78 (page 201)
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Soit p: X - T4.0na:

F(1x, /)(0(#))

F(lx, /)F(p,14)(ca)
= F(o,15)F(1x, f)(ta)
= F(p,15)(0(Ty))

La naturalité de 0 par rapport a X donne le diagramme commutatif :

C(X,Tp) —2—~ F(X,B)

@*T TF(LPJB)

C(Ta,Tp) —= F(I'4, B)

on peut donc continuer le calcul précédent comme ceci :

F(p,15)(0(Ty)) = 0(Tfo9p)
= 0((Tf)«(v))

ce qui termine la preuve du fait que 6 est naturelle en A.

Il reste & montrer que pour toutes fleches f : A+ Betg: B—CdeD,onal, s =I;0oI,. Dapres
ce qu’on vient d’établir, on a le diagramme commutatif :

C(X,T4) —2= F(X, A)
m»l lF(Lf}
C(X,Tp) 2~ F(X, B)

(Fg)*l lF(lag)

C(X,T¢) —= F(X,C)

Comme F(1,g)oF (1, f) = F(1,go f), et comme les fleches 0 sont bijectives, on voit que (I'y).o(I'¢). =
(T'gos)+- En remplacant X par I'4 et en appliquant cette égalité a 1r,, on obtient I'y o'y =Ty ;. W
Une manieére intuitive et simple d’interpréter la proposition ci-dessus est de le considérer comme un énoncé
de « fonctorialité de classifiant & parameétre ». En effet, 'existence d'un classifiant concerne un foncteur de la
forme C”° — Ens. Ici nous avons un foncteur de la forme ¢~ x D — Ens, c’est-a-dire une version « para-
métrique » du précédent, les parametres étant bien sir les objets de D. Ce que dit la proposition est que si
un classifiant existe pour chaque valeur du parameétre (c’est-a-dire juste pour chaque objet de D), alors ces
classifiants forment un systéme cohérent en ce sens qu’il y a une unique facon de choisir comment une fleche
f de D va donner une fleche entre les deux classifiants correspondant a la source et a la cible de f, pour que
tout ceci fasse un foncteur de D vers C.

PROPOSITION 56 Soit F' : C — D un foncteur. Si pour tout objet Y de D, le foncteur X — D(F(X),Y)
a un classifiant, alors F a un adjoint a droite.

Notons T'y ce classifiant. D’aprés la proposition 55 (page 162), appliqué au foncteur (X,Y) —
D(F(X),Y)deC” x D vers Ens, Y — I'y est un foncteur (de D vers C), et la bijection :

D(F(X),Y) —=C(X,Ty)

est naturelle en X et Y. I" est donc adjoint a droite de F'. m
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PROPOSITION 57 Soit G : D — C un foncteur.( %)
e Si pour tout objet X de C, la catégorie X /G a un objet initial, alors G a un adjoint & gauche.
e Si pour tout objet X de C la catégorie G/X a un objet final, alors G a un adjoint a droite.

Il suffit de montrer (exemple 40 (page 154)) que G~ a un adjoint & droite, et pour cela, il suffit de
montrer d’aprés la proposition 56, que pour tout objet X de C, le foncteur ® : D — Ens défini
sur les objets par Y +— C” (G”"(Y), X) et sur les fleches par f — G (f)*, a un classifiant. Or, il
est facile de vérifier que la catégorie D®) de la proposition 47 (page 150) est la méme que X /G. Le
deuxiéme point résulte du premier appliqué 28 G~ . m

EXEMPLE 44 La proposition 57 est un « classique » qui nous sera utile plus loin. Cela peut aider 'intuition
du lecteur de redémontrer cette proposition de maniere plus directe, c’est-a-dire sans utiliser les propositions
47 et 56, dont l'utilisation constitue en réalité un « détour ». Voici une esquisse d’'une telle démonstration.

Notons nx : X — G(F(X)) un choix d’objet initial dans la catégorie X/G. Ceci définit une fonction F :
Ob(C) — Ob(D). Pour en faire un foncteur ¥ : C — D, considérons une fleche f : X — Y de C, et le
diagramme :

X X5 G(F(X))

fi nyof G(p)
Y

Y —— G(F(Y))

Le fait que 7x soit initial nous donne la fleche ¢ : F(X) — F(Y) rendant ce diagramme commutatif. On pose
donc F(f) = ¢. Il faut prouver que F ainsi défini est un foncteur, ce qui revient a utiliser des arguments
similaires a ceux de la démonstration de la proposition 56, et bien stir, n : 1 — G o F devient ainsi une
transformation naturelle. Le fait que nx soit initial dit par ailleurs que pour toute fleche f : X — G(Z) (objet
de X/G) on a une unique fleche g : F(X) — Z telle que G(g) o nx = f. C’est la correspondance bijective qui
définit adjonction. Il y a juste a prouver quelle est naturelle en X et Z, ce qui est facile. Bien sfr, le choix de
la notation 7 se justifie par le fait qu’il s’agit de I'unité de ’adjonction.

Une fleche telle que 7nx, objet initial dans la catégorie X/G est généralement appelée une «fleche universelle
de X vers G ». Dans le cas dual, on parlera de «fleche universelle de G vers X ».(%%)

EXERCICE 185 Soit C une petite catégorie, D une catégorie, et F' : C — D un foncteur. Montrer que
le foncteur F* : Ens” — Ens® a un adjoint a droite.(®7)

EXERCICE 186 Soit F' : C — D un foncteur. Montrer que F a un adjoint a droite si et seulement si
pour tout foncteur représentable H : D™ — Ens, le foncteur H o F'" est représentable.

EXEMPLE 45 Généralisons 'exemple 38 (page 154). Soient C et Z deux catégories, et X un objet de C. On
peut considérer le foncteur « constant » Ax : Z — C qui envoie tout objet de Z sur 'objet X et toute fleche de
7 sur l'identité 1x de X. Si maintenant f : X — Y est une fleche de C, I'application qui envoie tout objet de
7 sur f est une transformation naturelle de Ax vers Ay. Cette transformation naturelle sera notée Ay. Ceci

nous donne un foncteur :

c—25c7 2.2)

qu’on appelle « foncteur diagonal ».
11 s’agit bien d'une généralisation du foncteur diagonal A : C — C xC vu précédemment, pourvu qu’on identifie
la catégorie C x C avec la catégorie C7, ol T est une catégorie comportant seulement deux objets et leurs flaches

identité. Il est facile de vérifier que si le foncteur A : ¢ — C* a un adjoint & droite (noté lim) alors tout Z-
diagramme d : Z — C a lim(d) pour limite. De méme, si le foncteur A : ¢ — C* a un adjoint a gauche, alors

65. Les catégories X/G et G/X sont définies dans la section 2.1.3 (page 74).
66. Comme le signale Mac Lane [27], le mot « co-universel » n’est pas utile dans cette situation.
67. Il s’agit d’un cas particulier d’extension de Kan. Voir Mac Lane [27], chapitre X.



2.3 Classifiants et adjonctions. 165

tout Z-diagramme de C a une colimite. La réciproque (en supposant les limites ou colimites données pour tout
Z-diagramme, sinon il faut faire des choix) est conséquence immédiate de la proposition 56 (page 163).

Le foncteur A « commute avec tout foncteur ». Précisément, si F' : C — D est un foncteur quelconque, le
diagramme suivant est commutatif :

c—2s (7

1

D—>D?
A

comme on peut facilement le vérifier, par exemple en remarquant qu’on 'obtient en « curryfiant » le diagramme
(clairement commutatif) :

CxTL s¢

DxI—>D

puisque A = Az(m1). On peut en effet faire les calculs suivants :

F.oAz(m) = Az(Foev)oAz(m)
= Az(Foevo (Az(m) x 1))
= Az(Fom)

Az(mi)oF = Az(mio(F x1))
= Az(Fom)

I1 en résulte en passant aux adjoints que tout adjoint a droite commute aux limites et tout adjoint a gauche aux
colimites. Cette démonstration est plus élégante que celle de la proposition 51 (page 157), mais elle demande
plus d’hypotheéses, puisqu’elle ne s’applique que si tous les Z-diagramme ont une limite (ou une colimite).

2.3.6 Foncteurs préservant une structure.

Un ensemble est généralement « structuré » par des opérations, par exemple un groupe (disons
multiplicatif) est un ensemble muni de trois opérations 1, (z,y) — zy et 2 — z~' satisfaisant
certains axiomes. Un morphisme de groupes est une application f qui préserve cette structure en
ce sens qu’elle commute aux opérations, par exemple pour le produit f(zy) = f(z)f(y), etc...

Dans le cas des catégories la situation est moins simple. On peut s’en rendre compte facilement en
considérant des ensembles préordonnés. Prenons le cas de I’ensemble Z préordonné par la relation
de divisibilité. C’est une catégorie qui n’est pas squelettique. En effet, les objets 2 et —2 par exemple
sont a la fois isomorphes et distincts. Elle peut étre structurée par un produit, qui dans ce cas est
le PGCD. Notez que des objets comme 4 et 6 ont deux produits (PGCDs) distincts, a savoir 2 et —2,
bien entendu isomorphes. Il y a donc deux facons de définir la notion de PGCD. Soit on la définit
a isomorphisme prés (maniére « non stricte »), et dans ce cas 2 et —2 sont deux représentants
du PGCD de 4 et 6, soit on choisit une fois pour toutes l'objet qui sera le produit de deux objets
(maniere « stricte »). Dans le cas de cet exemple, on peut imposer au PGCD d’étre toujours positif ou
nul, ce qui le détermine sans ambiguité. Bien entendu, la maniére non stricte impose une certaine
gymnastique, car ce qui est défini est une classe d’équivalence d’objets isomorphes et non pas un
objet déterminé. C’est pourquoi on peut préférer la maniére stricte, qu’on utilise d’ailleurs d’instinct
en mathématiques élémentaires.( 68

68. Remarquons au passage que le fait de travailler avec les idéaux de 'anneau Z, ou de tout autre anneau, plutét qu’avec
ses éléments, est une autre facon d’éviter les choix de représentants pour la relation d’équivalence «isomorphisme » pour
la structure de catégorie définie par le préordre de la divisibilité. (En théorie des anneaux, des éléments équivalents pour
cette relation sont dits « associés ».)
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Un morphisme préservant une structure non stricte ne peut lui-méme qu’étre non strict. Par
exemple, si C et D sont des catégories ayant des produits binaires, mais pour lesquelles aucun
produit précis n’a été choisi pour deux objets données, un foncteur F : C — D préservant les pro-
duits ne peut les préserver qu’a isomorphismes pres, c’est-a-dire que pour tous objets X et Y de C,
les objets F(X x Y) et F(X) x F(Y), qui ne sont d’ailleurs eux-méme définis qu’'a isomorphisme
canonique pres, peuvent au mieux étre isomorphes. Noter qu'on ne peut pas se contenter de de-
mander que F(X xY) et F(X) x F(Y) soient isomorphes. On demandera aussi que parmi tous les
isomorphismes possibles, il y en ait un 6 : F(X xY) — F(X) x F(Y) tel que m 0 0 = F(m) et
m 0§ = F(m2), sinon on ne tiendra aucun compte de la fagon dont le produit structure les objets
X xY et F(X) x F(Y). En effet, un produit de X et Y n’est pas seulement un objet (le sommet du
cone produit) mais le cone produit tout entier. Bien sir, la condition 7y 0 6 = F (7)) Amy 060 = F(m2)
est équivalente a 0 = (F(m), F(m2)), ce qui fait qu’il existe toujours un unique tel isomorphisme
0. Noter d’ailleurs que la définition 54 (page 125) demande que la préservation des limites soit en
fait la préservation de tout le cone limite, pas seulement de son sommet. « Préserver les limites »
consiste donc a préserver la structure de limite (par exemple de produit) dans son ensemble.

EXERCICE 187 Soient F,G : C — D deux foncteurs paralléles préservant les produits binaires
(quand ils existent). Soit ¢ : F' — G une transformation naturelle. Montrer que si les objets X
et Y de C ont un produit, on a 0 o poxxy = (¢x X py) o0, ot 0 est l'isomorphisme dont il est question
ci-dessus.

Dans ce qui suit nous préférerons la manieére stricte, d’abord parce que c’est plus simple que de tout
faire « a isomorphisme pres » ensuite parce que c’est naturel pour les applications informatiques ou
de fait tout étant algorithmique et déterminé, tout est strict. Ainsi, avec une catégorie cartésienne
par exemple seront donnés un objet final déterminé, et pour chaque paire d’objets A et B, un
produit déterminé A x B et des projections déterminées m; et mo. Un morphisme (strict) ' : C — D
de catégories cartésiennes (strictes) sera alors un foncteur qui envoie 1'objet final choisi dans C sur
P'objet final choisi dans D et pour tous objets A et B de C, le cone (71, 72) associé a A et B sur le
cone (71, m2) associé a F'(A) et F'(B).

On a vu par ailleurs que les notions d’objet final et de limite sont essentiellement équivalentes,
puisqu’un cone limite est un objet final dans une catégorie de cones. Une facon stire d’exprimer
la « strictitude »(%°) d’un foncteur F est de tout exprimer avec des objets finals. C’est dii au fait
qu’un objet final est le sommet d'un céne qui n’a aucune aréte (le produit du diagramme vide).
Si donc on demande qu’un objet final déterminé soit envoyé sur un objet final déterminé, on est
sir de ne rien avoir a demander de plus. Maintenant, un cone produit sur la paire d’objets A
et B est précisément (définition 41 (page 102)) un objet final dans la catégorie des cones sur A
et B. Demander la préservation de I'objet final revient donc bien a demander la préservation du
cone produit tout entier. La définition des foncteurs stricts est donc compatible avec ce genre de
traduction. Noter que traduire la notion de cone produit en objet final (c’est-a-dire passer de la
catégorie C a la catégorie des cones sur A et B) revient a intégrer la structure (par exemple de

69. La merveilleuse langue Anglaise nous propose « strictness », que les dictionnaires traduisent par «rigueur », « sévé-
rité » ou «rigidité », traductions dont aucune ne convient ici. C’est pourquoi je n’hésite pas a parler de « strictitude », mot
parfaitement compréhensible sans I'aide d’'un dictionnaire (dans lequel on ne le trouvera d’ailleurs pas), et tant pis pour
les esprits chagrins qui voudraient que la langue de Moliére soit figée dans une forme académique. A I'époque de la mon-
dialisation, je crois souhaitable qu’on ait une langue commune sur toute notre planéte. Fort heureusement, c’est ’Anglais
et non le Francais ou toute autre langue qui est en passe de devenir le vernaculaire universel. Quand le Francais sera
devenu une langue morte, on lira Moliére et Victor Hugo en traduction Anglaise, comme on le fait aujourd’hui (par exemple
en traduction Francaise) pour les auteurs grecs et latins, ce qui n’enléve rien au plaisir de les lire. Par contre, il est str
qu’on perdra l'essentiel de notre culture contrapétique hexagonale, qui fera alors les délices des spécialistes des langues
anciennes.
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produit) dans l'objet lui-méme (Pobjet A x B devient le cone tout entier), par un mécanisme de
«vases communiquants ».

Les exemples ci-dessus traitent tous du cas ou le probléme universel considéré est un cas de limite
(on traiterait de méme un cas de colimite). Toutefois, certains problémes universels ne sont pas des
cas de limites ou de colimites. Par exemple, I'exponentielle B* (definition 45 (page 105)) n’est pas le
sommet d’un cone limite ni le sommet d’un cocone colimite (méme si ev : B4 x A — B est un objet
final, donc une limite, dans une catégorie appropiée). Cet objet est en fait défini en deux temps,
car on doit d’abord disposer de la notion de produit binaire pour pouvoir définir les exponentielles.
Pour cette raison, le concept d’exponentielle est plus complexe que celui de limite.

La préservation des exponentielles par un foncteur F' : C — D entre deux catégories cartésiennes
fermées (strictes) doit donc inclure en premier lieu la préservation (stricte) des produits binaires.
Dés lors, on pourra demander, pour deux objets quelconques A et B de C, que F(B*) = F(B)* (4),
et que F(ev: BA x A — B) =ev: F(B)"?) x F(A) - F(B). De la on déduira que :

EXERCICE 188 Montrer que sous les conditions ci-dessus, pour toute fleche f : X x A — B, on a
F(Aa(f)) = Apay(F(f)).

Une autre situation importante est celle de certains classifiants, par exemple pour le foncteur
Sub : ¢ — Ens. On en a vu un exemple plus haut (exemple 37 (page 146)). Un tel objet est lui
aussi défini en deux temps, car pour que Sub soit un foncteur, on doit avoir des produits fibrés
(section 2.2.8 (page 119)). Un foncteur F' : C — D qui respecte le classifiant de Sub doit donc
avant tout respecter les produits fibrés (qui sont des limites). Deés lors, on pourra demander (en
notant respectivement ) et Q' les classifiants de Sub dans C et D) que F(Q) = @, et que les
éléments universels (ici des sous-objets de 2 et ') soit respectés par F. Comme les sous-objets
sont des classes d’équivalence, poussons notre souci de « strictitude » plus loin en demandant qu’ils
soient représentés par des monomorphismes m et m’ bien déterminés.(’°) On demandera alors que
F(m) =m'. On en déduira que :

EXERCICE 189 Montrer que sous les conditions ci-dessus, pour toute fleche f : X — Q de C, on
a F(Sub(f)(x)) = Sub(F(f))(F(x)), ot application F : Sub(X) — Sub(F (X)) est définie par
F([m]) = [F(m)].

On a vu (exercice 167 (page 149)) que ’exponentielle peut étre définie comme un classifiant. Il en
est de méme bien sir des limites et colimites. Toutefois, il semble difficile de donner une définition
de ce que voudrait dire en toute généralité « préserver un classifiant ». En effet, si la préservation
de T'objet classifiant lui-méme ne pose pas de probléme, il n’en va pas de méme de la préservation
de I'élément universel. Les exemples ci-dessus (produit binaire, exponentielles et classifiant de
Sub) montrent que doit intervenir dans une telle définition une application F : ®(X) — ¥(F (X)),
ot F : C — D est le foncteur qui doit respecter les classifiants des foncteurs ® : ¢* — Ens et
¥ : D" — Ens. Dans chacun des exemples ci-dessus, il s’agit des applications :

e FxF:C(X,A)xC(X,B)— D(F(X),F(A)) x D(F(X), F(B)) pour le produit binaire,

e F:C(XxA,B) = D(F(X)xF(A),F(B)) définiepar F(f : XxA — B) = F(f) : F(X)xF(A) —
F(B), pour 'exponentielle,

e F: Sub(X) — Sub(F (X)) telle que définie plus haut pour le classifiant de Sub.

70. On verra que c’est obligatoirement le cas pour les topos, quand 'objet final 1 est déterminé (proposition 79 (page 203)).
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Dans chaque situation, cette application est particuliere et dépend de la facon dont le foncteur
¢” — Ens dont on a un classifiant est défini. Nous ne tenterons pas de donner une définition
générale d’un tel concept.

On peut remarquer d’ailleurs que cette question peut étre vue sous un autre aspect (toujours nos
vases communiquants). En effet, d’apres la proposition 47 (page 150) on peut définir un classifiant
de ® : ¢ — Ens comme un objet initial dans une catégorie appropriée C(*). Si on se donne un
foncteur F' : C — D comme ci-dessus censé respecter les classifiants de ® et ¥, il n’y a pas de moyen
standard de le transformer en un foncteur de C(*) vers DY) car ce qui nous manque précisément est
la fonction F dont il a été question ci-dessus, qui permettrait de dire quel est le second composant
du couple image d’un couple (X, k) par F.

En conclusion, la définition de ce qu’on entendra par un foncteur respectant strictement une struc-
ture dépendra de la nature de ce qu’il doit préserver et sera défini au cas par cas. On en verra un
exemple important avec les « foncteurs logiques » entre topos.

2.3.7 Catégories relatives.

Soit C une catégorie et A un objet de C. On a défini la « catégorie relative » C/A dans la section 2.1.3,
exemple 9 (page 75). Rappelons que les objets de C/A sont les fleches de C de cible A. Si f : X — A
est une telle fleche, on notera (f)x, ou plus simplement (f), I'objet correspondant de C/A. Une
fleche de (f)x vers (g)y est juste une fleche ¢ de C de X vers Y, telle que g o ¢ = f. On la notera

[].
X—* v
N
A
Pour toutes fleches composables [¢] et )] de C/A, on a [¢)]o[p] = [pog]. On a également [1x] =14,
pour tout objet (f)x de C/A.

(Fx —2 (g)y

Comme tout objet de C/A s’écrit de maniére unique sous la forme (f)x, ou f est une fleche de C
de cible A, un objet de C/A peut étre déclaré sous la forme « soit (f)x un objet de C/A ». De méme,
comme toute fleche de (f)x vers (¢g)y s’écrit d'une maniére unique sous la forme [¢], elle pourra
étre déclarée comme telle. La déclaration « soit [¢] une fleche de (f)x vers (g9)y » équivaut donc a
«s0it ¢ une fleche de X vers Y telle que go ¢ = [ ».

Remarquons toutefois que s’il est bien vrai qu’il y a bijection entre les objets de C/A est les fleches
de C de cible A, il n’est pas vrai que la collection des fleches de C/A soit une sous-collection de celle
des fleches de C. En effet, une fleche ¢ : X — Y de C peut donner naissance a plusieurs fleches,
toutes notées [p], dans C/A. Prenons par exemple un ensemble A = {a,b} a4 deux éléments. Soit
¢ : A — A lapplication identique de A, et soit 0 : A — A la permutation qui échange a et b. Les
deux triangles ci-dessous sont commutatifs dans Ens :

A—— % A

A—F oA
A A
Il y a donc au moins deux fleches notées [] distinctes dans Ens /A, une de () vers lui-méme et une

de (o) vers lui-méme. Par contre, il est vrai que (C/A)({f)x, (g9)y) est un sous-ensemble de C(X,Y),
pour tous f et g donnés de cible A.
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Remarquer que si la cible de [¢] est (f), alors sa source est (f o ¢).

On a par ailleurs clairement un « foncteur d’oubli» U : C/A — C, qui envoie (f)x sur X et [¢] :
(fix = (g)x sur ¢ : X — Y. 1l s’agit d’ailleurs d’'un des deux foncteurs d’oubli définis pour les
comma-catégories dans la section 2.1.3 (page 74).

EXEMPLE 46 Le cas des catégories relatives de la forme Ens /A, ou A est donc un ensemble, contitue un
exemple essentiel pour soutenir l'intuition. Un objet (f)x de Ens /A est juste une application f : X — A,
qu’on peut voir comme une famille d’ensemble indexée par A. En effet, il s’agit de la famille (f " (a))sca. Pour
chaque a € A, I'image réciproque de a (ou de {a}) par f est appelée la «fibre » de f au dessus de a. C’est aussi
pourquoi 'application f elle-méme est appelée un « fibré » (ou « espace fibré »). A vrai dire, dans Pesprit des
géometres, c’est plutdt ’ensemble X qui est « fibré » puisqu’il est découpé (partitionné) en fibres. X est en effet
I'union disjointe de toutes les fibres f~* (a) pour tous les a € A. En définitive, un objet de Ens /A est juste un
« ensemble paramétré par A ». Une fleche [¢] : (f) — (g) est de la méme maniére une famille d’applications
©a i [ '(a) = g~ '(a) indexée par a € A. En effet, dire que f = g o ¢ revient a dire que ¢ envoie f'(a) dans
g '(a) pour tout a € A. En reprenant I'idée des ensembles paramétrés par A, une flecche de ensemble (f)
vers 'ensemble (g) est juste une application au sens ordinaire. Elle est simplement elle aussi paramétrée par
A. On pressent treés bien avec cet exemeple que la catégorie Ens /A doit partager beaucoup de propriétés avec
Ens. C’est ce qui sera confirmé dans la section 4.1.8 (page 217), ou on démontrera que toute catégorie relative
d’un topos est encore un topos.

EXERCICE 190 Vérifier que pour tout objet A dans une catégorie C, C/A a un objet final.

EXERCICE 191 Un entier n € N peut étre vu comme lensemble n = {0,1,...,n — 1}. Montrer que les
catégories Ens /n et Ens" sont équivalentes.

EXERCICE 192 Montrer que pour tout objet A dans une catégorie C, le foncteur d’oubli U : C/A — C
crée les colimites (et donc les reflete d’apres Uexercice 148 (page 125)).

EXERCICE 193 Montrer que pour tout objet A dans une catégorie C, le foncteur d'oubli U : C/A —
C reflete les monomorphismes, les épimorphismes et les isomorphismes. Montrer qu’il préserve les
monomorphismes. Montrer enfin que si C a des produits binaires, il préserve les épimorphismes.( ™)

Si C a des produits binaires, on a également un foncteur P : C — C/A envoyant l'objet X sur
(m)axx etlafleche p: X = Y sur [l X ¢] : (m1)axx = (T1)axy 2)

1Xep

Ax X AxXY

N

PROPOSITION 58 Soit C une catégorie ayant des produits binaires, A un objet de C, Alors le foncteur
P :C — C/Aest adjoint a droitede U : C/A — C.

En effet, pour chaque fleche ¢ € C(X,Y) = C(U({f)x),Y), on a la fleche (f,¢) : X — A x Y, donc
la fleche () = [{f, )] appartenant a (C/A)({f)x,P(Y)), puisque 71 o (f,¢) = f. Il est clair que
0:CU{f)x),Y) — (C/A)(f)x,P(Y)) est bijective, et méme que 6~ ([1)]) = T3 01). Il reste a vérifier

71. En conclusion de cet exercice, si C a des produits binaires, les notions de monomorphisme, épimorphisme et isomor-
phisme sont identiques dans C et dans C/A, c’est-a-dire sont les mémes pour ¢ et [p].
72. P comme « Produit ».
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que 6 est naturelle en (f) et en Y (proposition 50 (page 153)). On a pour toute [¢] : {(g) — (f) :

0(p)o[W] = [(f,¢)o]
[(f 0¥, po1h)]
[(g, 0 09)]
= O(pov)
= 0(poU([¥])
et pour toute ¢ : ¥ — 7 :
0op) = [(fivoy)]

(1 x ) o (f, )]
= P())ob(p)m

Bien entendu, dans le cas o A = 1, P et U sont des équivalences de catégories réciproques.( ’®)

PROPOSITION 59 Soit A un objet d’une catégorie C qui a un objet final, des produits fibrés et des
exponentielles. Alors le foncteur P : C — C/A a un adjoint a droite.

Ax X2 oy Avant de faire la démonstration de cette proposition, voyons quelles sont les idées in-
tuitives qui se cachent derriére. Le foncteur P associe a tout objet X de C, la projection

7& /r m1 du diagramme ci-contre, dans lequel (f)y est un objet quelconque de C/A. On se

A donne la fleche ¢ : P(X) — (f)v, et il s’agit de montrer que la donnée de ¢ est équiva-

lente a celle d’'une fleche de X vers un certain objet I' de C. Si on analyse le diagramme

ci-dessus ensemblistement, on peut voir ¢ comme une application de A : X — Y, mais bien str les éléments
de X ne vont pas sur n'importe quelle fonction de A vers Y, mais seulement vers celles qui sont des sections
de f, car la condition f(p(a,z)) = a peut s’écrire f(A(z)(a)) = a. On peut exprimer le fait qu'un élément ¢ de
Y# est une section de f en écrivant f o ¢ = 14, ou encore f.(¢) = 14. C’est ce qui justifie la définition de I" &
Paide du carré cartésien ci-dessous. Nous passons maintenant a la démonstration.

Il suffit d’apres la proposition 56 (page 163), de montrer que pour tout objet (f)y de C/A, le foncteur
X — (C/A)(P(X),(f)y) aun classifiant. Comme C a un objet final 1 et des produits fibrés, on a un
carré cartésien :

P yA

r
(>l if*
1

S—— P: |

AA(7T2)

Une fleche [p] de C/A de P(X) vers (f)y est une fleche p: A x X — Y de C telle que f oy =7;. On
peut lui associer la fleche A 4(¢ o (m, 1)) : X — Y (celle que nous avons appelée ) ci-dessus). On
a alors :

Aa(fopo(m,m))

Aa(my o (ma, 1))

= Aa(mz) = Aa(mzo () x 1))
= Au(m2)o ()

Il existe donc une unique fleche 0([¢]) : X — T telle que ¢ o 0([¢]) = Aa(p o (ma,m1)). Il reste a
vérifier que 6 : (C/A)(P(X), (f)y) — C(X,T) est bijective et naturelle en X. Il est clair que I'inverse

feoAa(po(m,m))

73. Et non pas des isomorphismes en général, car les objets X et 1 x X ne sont pas nécessairement égaux.
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de 0 est donné par 07 1(¢) = [A* (¢ 0 &) o (w2, 71)], et pour toute ¢ : X — Z, on a le diagramme
commutatif :
(C/ANP(X), (f)y) —=C(X,T)

P(O)” TC*

C/A)P(Z),{f)y) —;>C(Z.T)
En effet, pour toute [u] € (C/A)(P(Z),{f)y),ona:

Yo (PO ([u]) = ¥ob([uoP(Q)])
Aa(po (1 x¢)o(ma,m))
Aa(po(ma,m))o(
Pob([u])od
= Yo" (0([u])

On conclut en remarquant que ¢ est un monomorphisme, comme pullback d'un monomorphisme. ®

Soit (f).4 un objet de C/B. On a alors la catégorie « doublement » relative (C/B)/(f) 4. En fait, cette
catégorie n’est pas plus abstraite que C/A. En effet :

PROPOSITION 60 Soit f : A — B une fleche d’une catégorie C. Le foncteur de C/A vers (C/B)/{f)a,
défini par :

(@x = ([e])(foe)x (sur les objets, out v est une fleche de C)
V] — [[¥]] (sur les fleches, ot v est une fleche de C)

est un isomorphisme de catégories.

On voit que ce foncteur est essentiellement I'identité, puisque les crochets ( ) et [ | ne sont que
des « modificateurs de type ». Pour comprendre les notations ci-dessus, donnons-nous les fleches

suivantes dans C :

vy Yo x_—*f.4-1.p

On a successivement, par définition des catégories relatives :
e (f)a € Ob(C/B)
o [g] € (C/B)((fop)x:(f)a)
* ([¢])(sop)x € OD((C/B)/{f)a)

ce qui justifie la notation ([¢]) fo,) . Par ailleurs, on a (¢) x € Ob(C/A). De méme, on a successive-
ment :

o heC(Y,X)
o [ € (C/B)((fopod)y,(four)x)
o [[¥]] € ((C/B)/{f)a) @] fopovyy s ([]) (o) x)

Par ailleurs, on a aussi [¢)] € (C/A)({¢ o ¥)y,{p)x). Bien sir, les crochets [ ] n'ont pas tous la
méme signification. Ils dépendent des catégories en jeu. La correspondance de ’énoncé est bien un
foncteur car d’'une maniére générale, on a [1po¢)’] = [{p] o [¢)'] et [1x] = 1) . Il reste & voir que cette
correspondance est bijective.
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Elle l'est sur les objets, car une fleche de C/B de cible (f) 4 est la méme chose qu'une fleche de C de
cible A.

Pour voir qu’elle I'est sur les fleches, il suffit d’apres I'exercice 78 (page 89) question (b), de montrer
que la correspondance est pleinement fideéle. Dans le cas de C/A les fleches de (') vers (p) sont les
fleches ¢ de C telles que p o) = ¢/, et dans le cas de (C/B)/(f) a, les fleches de ([¢]) vers ([¢']) sont
les fleches [¢)] de C/B telles que [¢'] o [)] = [p], Cest-a-dire les fleches v de C telles que po) = ¢'. W

PROPOSITION 61 Soit A un objet dans une catégorie C ayant des produits fibrés. Alors C/A a des
produits fibrés.

Puisque C/A est une comma-catégorie, c’est une conséquence immédiate de la proposition 32 (page
128).m

EXEMPLE 47 Donnons toutefois une démonstration directe de la proposition 61. Cela aidera le lecteur a
avoir une intuition claire de ce qu’est un produit fibré dans une catégorie relative et permettra également
d’obtenir des formules explicites pour le produit fibré dans C/A. Soit :

v
lg
uog
\K\ A
un gnomon dans C/A. Alors U I W<V estun gnomon dans C sur lequel existe donc un cone final
(Pf(f,g), 1, m2). Soit maintenant (p)x un objet de C/A et deux fleches [a] : (p)x — (uo flu et [F]: (p)x —
(uog)v, telles que [f]o[a] = [g]o[B], ou, ce qui revient au méme, foa = go . Noter que p = uo foa =uogof.

Il existe une unique fleche £ : X — Pf(f,g) de C telle que m1 0 = aet mp 0 & = 3, et [€] est alors la seule fleche
de () x vers (uo fom)s dans C/A, telle que [m1] o [¢] = [o] et [m2] o [¢] = [B].

Ainsi, si on note (a, 8) la fleche ¢, on a [(, 3)] = ([a], [8]). De méme, on a [x\/'9] = /119D g [7{/-9)] = £(I71-1oD)
Le « constructeur » (o, 8) — {(«, B) et les « destructeurs » m1 et 2 de C/A s’expriment donc en fonction de ceux
de C, et si on oublie les crochets [ ], ce sont les mémes. C’est ce que les catégoriciens veulent dire quand ils
disent que le produit fibré dans C/A est le « méme » que le produit fibré dans C.

EXEMPLE 48 Un cas particulier important est celui ou W = A et ou u: W — A est I'identité de A. Dans ce
cas, l'objet (u)a = (1)a est final dans C/A, et le produit fibré de f et g dans C/A est le produit ordinaire des
objets (f) et (g) dans C/A. Précisément, le produit (f) x (g) est une fleche de C de cible A qui a pour source un
produit fibré de f et g dans C. Les projections du produit dans C/A sont les projections du produit fibré dans
C.

Si on a une fleche f : A — B dans une catégorie qui a des produits fibrés, on a un foncteur
f*:C/B — C/A dit de « changement de base ». Il envoie l'objet (¢)y de C/B sur lobjet (¢’)y- de
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C/A,ouy : Y — Aestlepullback de ¢ : Y — B lelong de f. Autrement dit, on a le carré cartésien

suivant :
Y
lw
B

Si €] : (¢p)y — (¥)z est une fleche de C/B, on a le diagramme :

Y — >
o

A— >

f

7 —=7

Y — Y
NS N\
@’ @

A

f

dans lequel ¢ : Y/ — Z’ (en pointillés ci-dessus) est I'unique fleche rendant le diagramme commuta-
tif (exercice 130 (page 116), question (a)). On pose f*((p)y) = (¢')y' et f*([¢]) = [£] pour obtenir le
foncteur f* : C/B — C/A. Que f* soit effectivement un foncteur résulte immédiatement de I'unicité

de la fleche £. On peut d’ailleurs obtenir des formules explicites pour f* :

PROPOSITION 62 Soit f : A — B une fleche dans une catégorie C ayant des produits fibrés. Le
« foncteur de changement de base » f* : C/B — C/A est donné par :

fle)) = (ng’“a)> (sur les objets)
ﬂ.(fvl/))’
7€) [wf : 5>] (pour une fleche [€] : () - (1)

Il y a juste a vérifier que les expressions de I'énoncé représentent bien ce qui a été construit dans la
discussion précédente. Pour les objets, c’est immédiat, puisque le pullback ¢’ de ¢ le long de f est
bien (par convention quant a l'ordre des facteurs) la premiére projection du produit fibré Pf(f, ¢).
Pour les fleches, remarquons que le dernier diagramme ci-dessus peut se redessiner comme ceci :

— s 77— s A
lf

—/ ——>B

§ ¥

, € ;Y

%%%

soit sous la forme de deux carrés cartésiens dans lesquels le premier facteur de chaque produit

fibré est donné par la fleche verticale. La fleche verticale centrale (de Z’ vers Z) est alors 7r§f ) et

B (xS ¢)
la fleche € est donc 7} * .u

Toujours pour une fleche f : A — B dans une catégorie C ayant des produits fibrés, on a un autre
foncteur f. : C/A — C/B. Il envoie {p) sur {f o ) et [£] sur [£]. 1] est clair que c’est un foncteur. On
verra un peu plus loin que f,, quon notera aussi Iy, est adjoint a gauche de f*.

PROPOSITION 63 Soit f : A — B une fleche dans une catégorie C ayant des produits fibrés. Pour
toute fleche €] dans C/B, on a :
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Soient () et (1) la source et la cible de [¢] (dans C/B). Reprenons le diagramme commutatif déja

vu ci-dessus :

\/w

Ona[¢] = f*([¢]) : {¢') — (¥') dans C/A. Mais on a aussi la fleche [¢] : (f o ¢’) — (f o¥) dans C/B.
Pour prouver la proposition, il suffit de montrer que cette derniére fleche est 1,4, x[¢]. On a (foy') =
(f) x (p) dans C/B (exemple 48 (page 172)) et de méme (f o ¢)’) = (f) x (¢). De plus, les projections
canoniques du produit (f) x (1) sont [¢/'] (premieére projection) et [v] (deuxiéme projection), et celles
du produit (f) x () sont [¢'] et [u]. On a [/']o[¢] = [¢'], autrement-dit 7, o [£] = 7y, et [v]o[£] = [¢]o[u],
autrement-dit 7 o [¢] = [¢] o m2. On en déduit que [¢] = (my, [¢] o m2), Cest-a-dire [{] = 15y x [¢]. ®

PROPOSITION 64 Soit f : A — B une fleche dans une catégorie C qui a des produits fibrés. Alors le
foncteur de changement de base f* : C/B — C/A a un adjoint & gauche 1. Si de plus C/B a des
exponentielles, alors f* a un adjoint a droite I1;.

Ladjoint a gauche de f* est le foncteur de composition avec f, II; : C/A — C/B, aussi noté f, ci-
dessus, qui envoie l'objet (¢)x sur l'objet (f o ¢)x et une fleche [¢] de C/A sur la fleche [¢] de C/B.
En effet, si (¢)) est un objet de C/B, on a f*({¢)) = <7r§f’w>>.

[ ] > @ — > @

ﬂ,§f,w) P

A B

f

Comme le carré ci-dessus est cartésien, se donner une fleche (en pointillé) de (p) vers <7T§f ’¢)> dans

C/A est équivalent a se donner une fleche de (f o ) vers (V) dans C/B. On a donc une bijection :

(C/B)({f o @), () = (C/A) (), (i)

qui est naturelle en () et () a cause des propriétés des carrés cartésiens, comme on peut facile-
ment le vérifier.

Pour montrer 'existence de 'adjoint a droite IIy, il suffit de vérifier que le diagramme de foncteurs :

€/B)/{f)

est commutatif. En effet, on sait déja que P a un adjoint a droite (proposition 59 (page 170)), parce
que C/B a un objet final (exercice 190 (page 169)), des produits fibrés (proposition 61 (page 172)) et
des exponentielles. Par ailleurs, le foncteur ~, qui est un isomorphisme (proposition 60 (page 171)),
a son propre inverse comme adjoint a droite (exercice 174 (page 155)).
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Soit donc (¢) un objet de C/B. On a f*({y)) = (w%f’“")> (proposition 62 (page 173)), et P({y)) =
(T1) (fyx () Or Visomorphisme ~: C/A — (C/B)/(f) envoie (w19 sur ([=79)]). Or, la premiere

(fvtp)]
1

projection du produit (f) x (¢) est précisément [ . On a donc la commutation du triangle ci-

dessus pour les objets.

Soit maintenant [¢] : (¢) — (¥) une fleche de C/B de (p) vers (). Limage de [£] par P est [15) x [{]]
par définition de P. Or, [15) x [£]] = [f«(f*([¢]))] d’apreés la proposition 63 (page 173). Sachant que
f*([€]) s’écrit [€] pour une fleche ¢ de C bien déterminée, on a P([¢]) = [f.([€])] = [[£]]. Limage de [[¢]]

par l'isomorphisme (C/B)/{f) — C/A est par ailleurs [¢], c’est-a-dire f*([¢]). ®

2.4 Les théorémes d’existence de Freyd.

2.4.1 Objet initial.

Un objet I d’'une catégorie C est dit « faiblement initial » §’il existe une fleche I — X (non néces-
sairement unique) pour tout objet X de C . Une famille (I})xcx d’objets de C est dite « faiblement
initiale » si pour tout objet X de C, il existe k¥ € K et une fleche I, — X (non nécessairement
unique).( ™)

PROPOSITION 65 (P. Freyd) Si tout petit diagramme de C a une limite, et si C(X,Y) est petit pour
tous objets X et Y, alors la catégorie C a un objet initial si et seulement si elle a une petite famille
faiblement initiale.

Si C a un objet initial I, alors la petite famille constituée du seul objet I est faiblement initiale dans
C.

Réciproquement, soit (Ij)rcx une petite famille faiblement initiale dans C. Comme C a toutes les
petites limites, on peut considérer le produit P = IIxc i Ij. Il s’agit clairement d’un objet faiblement
initial dans C, car si X est un objet quelconque, il existe k € K et une fleche ¢ : I, — X, et donc la
fleche pom, : P — X.

Considérons maintenant le diagramme formé par 1'objet faiblement initial P et toutes les fleches
de P vers P. Comme C(P, P) est petit, il s’agit d’'un petit diagramme. Il a donc une limite 7 : I — P,
et m est un monomorphisme (proposition 29 (page 121)).

On va montrer que I est initial dans C. Soit donc X un objet quelconque de C. On a la fleche
composée ] —— P — X . Il s’agit de montrer que si f, ¢ : I — X sont deux fleches quelconques,
on a f = g. On considére un égaliseur ¢ : £ — I de f et g, et on prend une fleche ¢y : P — F, ce qui
existe puisque P est faiblement initial.

P
,lb -
f
e

g9

74. Une famille faiblement initiale est ce que S. Mac Lane appelle « Solution Set Condition » ([27] page 116).
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Alors comme 7o e o est une fleche de P vers P,onanoeotyonm =7, donceoponm = 1y, puisque 7
est un monomorphisme. Il en résulte que ¢ est un épimorphisme, et comme f o e = g o ¢, on obtient

f=g.m

2.4.2 Classifiant.

L'équivalence donnée par la proposition 47 (page 150) nous permet de convertir la proposition 65
en théoreme d’existence de classifiant. Etant donné un foncteur F : C”° — Ens, on appellera « clas-
sifiant faible » de F' une paire (A,:) qui est faiblement initiale dans la catégorie C () et on dira
qu’'une famille de paires (A;,:;);cr «classifie faiblement F » si cette méme famille est faiblement
initiale dans ). Afin de la rendre plus pratique, cette notion est définie comme suit :

DEFINITION 60 Soit F: C”° — Ens un foncteur. La famille (A;, ;)ic1, ot les A; sont des objets de C
et pour tout i € I, 1; € F(4;), «classifie faiblement F » si et seulement si pour tout objet X de C et
tout élément x € F(X), il existei € I, et f : X — A, tels que x = F(f)(¢;).

Pour pouvoir utiliser la proposition 65, il faut maintenant voir ce que les hypothése qu’il nous
impose sur la catégorie C'*) signifient en termes de C et de F. Notons d’abord que si la collection
C(X,Y) est petite pour tous objets X et Y de C, alors la collection C'¥)((Y, ), (X, z)) est petite, car
c’est une sous-collection de C(X,Y). Il reste a trouver une condition suffisante portant sur C pour
que CF) ait toutes les petites limites.

PROPOSITION 66 Si la catégorie C a toutes les petites colimites, et si le foncteur F : C° — Ens
préserve les limites, alors la catégorie C'F) a toutes les petites limites.

En effet, soit Z une petite catégorie et d : Z — C'*") un diagramme dans ¢*’. On pose d(i) = (D;, ;)
pour tout i € Ob(Z) (J; € F(D;)). On a un foncteur d’oubli U : C'¥) — C” envoyant I'objet (X, ) sur
X etlafleche f: (Y,y) — (X,z) sur f: Y — X, et on a donc le diagramme d o U dans C”. Comme
C” a toutes les petites limites, d o U a une limite L dans ¢, dont les projections seront notées
m; (i € Ob(Z)), et le diagramme F o d o U (dans Ens) a F(L) pour limite dans Ens avec les F(m;)
pour projections, puisque I’ préserve les limites. La famille des (d;);con(z) peut étre vue comme
un cone de sommet 1 sur le diagramme F o d o U dans Ens. Il existe donc une unique application
0:1— F(L) telle que F(m;) o 6 = §; pour tout i € Ob(Z).

On a donc construit I'objet (L, ) de la catégorie C'*"), puisque 6 € F(L), et les fleches 7; : (L,z) —
(D;, 6;). Il reste & montrer que ces données forment un cone limite sur le diagramme d. Soit donc
(Ai)icob(z) un cone de sommet (X, z) sur d. Ona z € F(X) et F'(\;)(x) = §;. Les \; forment un cone
de sommet X dans C”, et on a donc une unique fleche ¢ : X — L telle que m; o o = A;. On a alors
F(m;) o F(p)(z) = F(\;)(x) = 0;, et donc F(¢)(xz) = § par définition de . m

On peut maintenant établir le :
PROPOSITION 67 (P. Freyd) Si la catégorie C est localement petite et a toutes les petites colimites,

si le foncteur F : C”" — Ens préserve les limites, alors F a un classifiant si et seulement si il a une
petite famille faiblement classifiante.

D’apres la proposition ci-dessus, la catégorie C¥") a toutes les petites limites. Elle est par ailleurs
localement petite. L'existence d’'une famille faiblement classifiante pour F est équivalente a celle
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d’une famille faiblement initiale dans C*, laquelle est équivalente par la proposition 65 (page 175)
a Texistence d’un objet initial dans C'*"), ce qui est encore équivalent par la proposition 47 (page
150) a existence d’'un classifiant de F. &

2.4.3 Foncteurs adjoints.

En combinant la proposition précédente et le théoréeme de Freyd d’existence d’un classifiant, on
obtient :

PROPOSITION 68 (Théoreme du foncteur adjoint de P. Freyd) Soit F' : C — D un foncteur. Si la
catégorie C est localement petite, et a toutes les petites colimites, si F préserve les colimites, et si pour
tout objet Y de D, il existe une petite famille (A;);cr d’'objets de C, et des fleches «; : F(A;) = Y, tels
que toute fleche \ : F(X) — Y s%écrive A\ = «; o F(u) pour au moins un i € I et au moins une fleche
u: X — A;, alors F a un adjoint a droite.

Il suffit d’apres la proposition 56 (page 163) de montrer que pour tout objet Y de D, le foncteur X —
D(F(X),Y) a un classifiant. Remarquons que ce foncteur, qui est le composé de F** : ¢* — D
et du foncteur représentable Z — D(Z,Y) de D" vers Ens préserve les limites (exercice 155 (page
130)). Les hypothéses restantes sont celles qu’il faut avoir pour appliquer la proposition 67 (page
176), puisqu’elles disent précisément que la famille des (A4;, «;);c; classifie flaiblement le foncteur

X - DF(X),Y).n

On a bien str ’énoncé dual :

PROPOSITION 69 (Théoréeme du foncteur adjoint de P. Freyd) Soit G : D — C un foncteur. Si la
catégorie D est localement petite, et a toutes les petites limites, si G préserve les limites, et si pour
tout objet X de C, il existe une petite famille (A;);c; d’objets de D, et des fleches «; : X — G(A;), tels
que toute fleche \ : X — G(Y') s’écrive A = G(u) o a; pour au moins un i € I et au moins une fleche
u:A; =Y, alors G a un adjoint a gauche.

11 suffit d’appliquer la proposition précédente au foncteur G : D™ — C”'. m
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Chapitre 3

Algebre.

Un terrible homme, ce général de Moltke, sec et dur, avec sa face
glabre de chimiste mathématicien, qui gagnait les batailles du fond
de son cabinet, a coups d’algébre!

Emile Zola, La débacle.

Garrett Birkhoff donne en 1935 [5] la premiére définition précise (mathématique) de I'expression
« structure algébrique », et crée une discipline appelée « algebre universelle ». Une structure algé-
brique, selon lui, est « définissable par des opérations et des équations ». Les structures de groupe
et d’anneau s’averent étre algébriques au sens de Birkhoff, mais la surprise est que la structure
de corps ne l’est pas. Cela est di au probléme bien connu, méme au niveau élémentaire, de la di-
vision par zéro. En fait, une structure algébrique est essentiellement une structure dans laquelle
«on peut calculer sans réfléchir ». Autrement dit, les opérations de la structure s’appliquent sans
condition a tous les éléments de 'ensemble sur lequel cette structure est définie. Dans le cas des
groupes (disons additifs) par exemple, il y a trois opérations qui sont le zéro (0), ’addition et 1'op-
posé. Le zéro est une opération qui ne prend pas d’opérande (dans ce cas, on dit que cette opération
est une « constante ») et ne pose donc pas de probleme. L'addition et 'opposé prennent respective-
ment deux opérandes et un opérande, mais ont le bon gott d’étre définies pour tous les éléments
du groupe. On peut donc les appliquer « sans réfléchir ». Dans le cas des corps au contraire, la prise
de l'inverse est interdite pour I’élément zéro. Il est donc nécessaire de « réfléchir » pendant qu’on
calcule, réfléchir a ne pas diviser par zéro. On sait que c’est une activité difficile, car s’assurer
qu’une expression donnée ne représente pas zéro n’est en général pas décidable par algorithme. On
peut se demander si ce phénomeéne n’est pas simplement di a la facon d’axiomatiser la structure
de corps, et §’il n’existerait pas une présentation de cette structure qui la rendrait algébrique au
sens de Birkhoff. La réponse est définitivement non, car Birkhoff a démontré (pas en ces termes
évidemment) que si une structure est algébrique, la catégorie des modeles de cette structure a des
produits. Or on a remarqué dans la section 2.2.2 (page 101) que les corps Z/27Z et 7. /3Z ne sauraient
avoir de produit. Il y a divers autres critéres qui permettent de détecter qu'une structure n’est pas
algébrique. En effet, dans le cas d'une structure algébrique, le foncteur d’oubli de la catégorie des
modeles de cette structure vers la catégorie des ensembles a un adjoint 4 gauche.(!), lequel permet
de construire, pour chaque ensemble E la « structure libre » sur cet ensemble (« groupe libre » dans
le cas des groupes, etc. . .).

La théorie de Birkhoff a été « catégorisée » et généralisée dans les années 60 par les membres de

1. Et préserve donc les produits, ce qui montre au passage que la structure de corps d’'une caractéristique donnée n’est
pas plus algébrique que la structure de corps en général, puisque Z/2Z est son produit par lui-méme.

179
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’« école de Ziirich ».(2) Selon eux, une structure (du moins dans le cas ot elle est définissable sur un
ensemble) est algébrique si le foncteur d’oubli de la catégorie des modeles de cette structure vers la
catégorie des ensembles est « monadique », terme qui sera expliqué dans ce chapitre. La deuxiéme
surprise est que la structure d’espace compact est algébrique. En effet, le « calcul » dans un espace
compact consiste en la seule opération qui associe sa limite a tout ultrafiltre. Les espaces compacts
sont donc les « algébres sur la monade des ultrafiltres ». Dire que le foncteur d’oubli a un adjoint a
gauche est dire qu’il existe un « espace compact libre » sur chaque ensemble. I1 s’agit du compactifié
de Stone-Cech. De plus, la préservation du produit par le foncteur d’oubli n’est pas sans rapport
avec le théoréme de Tychonoff.

Comme la notion de structure algébrique est maintenant catégorisée, rien ne nous oblige a nous
limiter a des structures définies sur un ensemble. On peut trés bien décider qu'une structure est
algébrique sur une autre si le foncteur d’oubli (s’il y en a un) de la seconde vers la premiére est
monadique. Par exemple, on peut considérer le foncteur d’oubli de la catégorie des topos et mor-
phismes logiques vers celle des graphes. C’est Albert Burroni [9] qui a montré en 1981 que ce
foncteur est bien monadique. Ceci est de grande conséquence pour ce qui nous concerne ici, car ce
résultat indique que les mathématiques, a savoir le calcul dans les topos, peuvent étre «faites sans
réfléchir » pourvu qu’on maitrise le graphe sous-jacent, c’est-a-dire essentiellement la manipulation
des types. Ceci ne veut pas dire bien siir qu’on va résoudre tous les problémes automatiquement,
mais ceci indique au moins que la vérification de la correction des textes mathématiques est algo-
rithmique. Ceci permet de formaliser complétement un phénomeéne que tout mathématicien peut
constater expérimentalement.

3.1 Monades.

On a déja remarqué dans la section 2.1.1 (page 66) que la structure de monoide est un précurseur
de celle de catégorie. On va voir que toute structure algébrique est elle-méme un monoide. Noter
que c’est bien la structure elle-méme qui est un monoide et non pas les modeles de cette structure.
Ce monoide est d’'un type particulier et est appelé du nom particulier de « monade ».(®)

3.1.1 Définition.

Rappelons (une fois de plus) qu'un monoide (disons multiplicatif) est un ensemble M muni de deux
opérations (dont 'une est une constante) : un élément appelé « unité » et noté 1, et une « multipli-
cation» p: M x M — M, notée (z,y) — xy, qui vérifient les axiomes :

o (zy)z = x(yz), pour tous z, y et 2 de M (associativité),
e 1z = x = x1, pour tout x de M (élément neutre).

Pour généraliser cette définition a une catégorie autre que la catégorie des ensembles, la premiere
chose a faire est de se débarrasser des éléments, et donc d’exprimer tout cela sous forme de dia-
grammes commutatifs. On introduit la fleche n : 1 — M pour représenter ’élément neutre (o1 1 est
le singleton canonique d’unique élément x, et ou n(x) = 1). Les axiomes des monoides deviennent

2. D’apres E. Manes [30], il s’agit de Michael Barr, Jon Beck, John Gray, William Lawvere, Fred Linton et Miles Tierney.
Bien entendu, Manes oublie de citer Manes. Il ajoute que la « présence spirituelle » de Harry Appelgate, Samuel Eilenberg,
John Isbell et Saunders Mac lane était palpable (“tangible”).

3. Dans la littérature, il est aussi souvent appelé « triple ».
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les diagrammes commutatifs :
MxMxM—"2spmxm M—""sMmMxM<-"1 N
1xp Iz iz
MxM—— =M M

On remarque également que bien qu’on ait besoin du produit d’ensembles pour écrire M x M, on n’a
pas besoin des projections canoniques. Par contre, il est commode d’avoir un produit strictement
associatif, nous permettant de confondre (M x M) x M avec M x (M x M), faute de quoi il faudrait
insérer quelques isomorphismes canoniques dans nos diagrammes. De méme le fait que M x 1 =
M =1 x M nous simplifie la tache. Nous I'avons utilisé ici pour écrire n x 1, faute de quoi il aurait
fallu écrire (no (), 1).

Par imitation de cette situation, on définit les monades comme suit :
DEFINITION 61 Soit C une catégorie. Une « monade sur C » est un triplet (T, u,n), ou T : C — C est

un foncteur, p: ToT — T et n: 1 — T des transformations naturelles (ot 1 : C — C est le foncteur
identité), tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :

Ty nr

ToToT —* S ToT T ToT T
T © 1 K 1
Tol— T

n

Les fleches ur, T'u, nr et Ty sont des compositions (hétérogenes) de foncteurs et de transformations
naturelles telles que définies dans la section 2.1.4 (page 76). On verra plus loin (section 3.1.3 (page
184)) que les monades sont d’authentiques monoides (généralisés). Noter que pour toute catégorie
C, le triplet (1¢,1;.,11,.) est une monade, dite « monade identité ».

Par la suite on écrira 72 ala place de T o T, T2 ala placede T o T o T.

EXERCICE 194 Soit M un ensemble. On considere le foncteur Ty; : Ens — Ens qui envoie tout
ensemble X sur M x X et toute application f : X — Y sur1x f: M x X — M x Y. Montrer qu’il
est équivalent de dire que M a une structure de monoide ou que le foncteur Ty a une structure de
monade.

3.1.2 Deux monades familieres.

Pour aider l'intuition du lecteur nous présentons maintenant un exemple familier. Nous allons
donc définir la « monade des groupes ». Il s’agit d'un foncteur de Ens vers Ens, que nous noterons
T. Il associe a tout ensemble X I'ensemble 7(X) de toutes les « expressions » qu’on peut former en
appliquant les opérations de la structure de groupe a des éléments de X, c’est-a-dire les expressions
des formes a, 1, EF et E~!, ol a est un élément de X, E et F deux expressions déja construites,
étant entendu que pour toutes expressions F, F' et G, les expressions (EF)G et E(FG) sont égales,
de méme que E1, E et 1E, de méme que EE~!, 1 et E~'E. Autrement dit 7(X) est 'ensemble de
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toutes les expressions qu’on peut former (récursivement) avec les éléments de X et les opérations
de la structure de groupe, modulo les axiomes de la structure de groupe. Le lecteur aura bien sir
reconnu dans 7'(X) ’ensemble sous-jacent au groupe libre sur X.

Pour rendre ce qui va suivre plus clair, il est utile de distinguer un élément de a € X de I'expres-
sion a correspondante. Cette expression sera donc notée [a]. Ainsi, par exemple, si a et b sont des
éléments de X, [a][b][a] "*[b] ' est une expression, et nous servira donc de notation pour représenter
un élément de T'(X).

Il nous faut aussi préciser comment 7' agit sur les fleches, car T' doit étre un foncteur. Soit donc
f : X — Y une application entre deux ensembles. On définit T(f) : T(X) — T(Y) récursivement,
en posant T'(f)([a]) = [f(a)] pour tout élément a de X, T'(f)(1) = 1, T(f)(EF) = T(f)(E)T(f)(F) et
T(f)(E™") = (T(f)(E))"". Ilest clair que T(1x) = lp(x) (par induction) et que T'(go f) = T(g)oT(f).

Nous vérifions maintenant que 7" est une monade sur Ens. Il nous faut donc définir les deux trans-
formations naturelles n : 1 — T et p : 7% — T. Pour tout ensemble X, nx envoie 'élément a de
X sur l'expression [a] de T'(X). L'unité de la monade est donc simplement l'inclusion des éléments
de X dans les expressions. Pour définir la multiplication i de 1a monade, il faut d’abord avoir une
compréhension de la nature de 'ensemble 72(X). En fait 7%(X) = T(T(X)) est I'ensemble des ex-
pressions formées non pas a partir des éléments de X, mais a partir de ceux de 7'(X). Il s’agit donc
d’expressions « & deux niveaux de crochets ». Ainsi par exemple, si a et b sont des éléments de X,
les expressions [a][b][a] ! et [b][a] sont des éléments de T'(X) et 'expression [[a][b][a]~*][[6][a]] est un
élément de 72(X). La multiplication ux : 7%(X) — T(X) consiste alors simplement & oublier que
les expressions ont été construites en deux temps, c’est-a-dire a effacer les crochets extérieurs. Par
exemple :

EXERCICE 195 Vérifier que px est bien défini, c’est-a-dire est compatible avec les identifications
entre expressions imposées par les axiomes des groupes.

Il est clair par ailleurs que u est « associative », ce qui signifie que si on a une expression a trois
niveaux de crochets, effacer d’abord les crochets extérieurs puis les crochets intermédiaires (deve-
nus extérieurs apres la premieére opération), ou effacer d’abord les crochets intermédiaires puis les
crochets extérieurs donnera le méme résultat.

Pour comprendre pourquoi I'inclusion des éléments de X dans T'(X) est neutre pour la multiplica-
tion, il faut d’abord comprendre comment 7 et 7 agissent sur des éléments de 7'(X). La fonction
nx : X — T(X) envoie tout élément a de X sur 'expression [a]. Tnx : T(X) — T?(X) est I'image
de cette fleche par le foncteur 7T'. Elle envoie donc une expression de la forme [a] (avec a € X) sur
[[a]], une expression de la forme EF sur Tnx(E)Tnx(F), etc... d’apres la définition de T sur les
fleches. On voit donc (par induction) que Tnx envoie toute expression E sur ’expression obtenue
en doublant les crochets autour de chaque élément de X dans 'expression E. Par exemple :

T ([al [b)[a] =" B]) = [[al][[Bl][la)) = [[6]]

Par contre, 77, dont la valeur en X est nr(x) : T(X) — T?(X) opére en envoyant toute expression
E sur [E]. Par exemple :

nrx) ([al[bl[a] = B]) = [[al[b][a] =" [b]]

Les relations o Tn =1 et ponr = 1 signifient donc ici que si on efface les crochets extérieurs dans
Tnx(E) ou dans np(x)(E), on obtient F, ce qui est clair.
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Malgré sa grande similarité avec la monade des groupes, il peut étre utile de présenter une monade
de nature plus «informatique » méme si elle pourrait étre présentée avec un vocabulaire stricte-
ment mathématique. Une construction tres utilisée en informatique est celle des listes. On a déja
vu que le « schéma de type des listes » est un foncteur (exercice 61 (page 69)). En fait, ce foncteur
est une monade sur la catégorie des types et programmes.

Notons List le foncteur qui envoie tout type T sur le type List(T), et qui envoie tout programme
f : T — U sur le programme List(f) : List(7) — List(U) (alias «map » ou «mapcar »()). La
multiplication sur la monade des listes doit étre une transformation naturelle :

List(List(T)) —— List(7)
Il y a un candidat évident pour ce produit, qui est la fonction flat qui « aplatit » les listes. Par

exemple, elle transforme [[a,b], [c]] en [a,b,c]. L'associativité de cette opération est exprimée
par le diagramme :

List(List(List(7))) ——2t12t List(List(T))
flat List flat
List(List (7)) List(T)

flat

qui est clairement commutatif. Par exemple :

[[la, 0], [
[[a b], [c],

La commutativité de I'autre diagramme signifie (quand on 'applique par exemple a la liste [a, b, ])
que :

|

], [[d, e]]] ——[[a, b, c], [d, €]
[d,e]] ——[a, b, c,d, €]

flat([[a, b, ]]) = [a, b, c] et flat([[al, [b], [c]]) = [a, b, ]

EXERCICE 196 Pour tout ensemble X, on note R[X] l'ensemble des « polyndémes » a coefficients dans
R et exposants dans X, c’est-a-dire des expressions de la forme a;e™ + --- + a,e™, oit a; € R et
x; € X, lUusage de la lettre e comme «variable » pour ces polynémes étant purement conventionnel.
Noter que ces polynémes peuvent s’additionner et étre multipliés par des réels, mais ne peuvent pas
étre multipliés entre eux car X n’est pas muni d’une addition. Il est clair que R[X] est un R-espace
vectoriel ayant (e7),cx pour base (dite « base canonique »).

Montrer que le foncteur T : Ens — Ens, défini sur les ensembles par X — R[X], et tel que pour
toute application f : X — Y, T(f) : T(X) — T(Y) soit 'unique application linéaire telle que
T(f)(e") = '™ pour x € X, est une monade quand on le munit du produit p : R[R[X]] — R[X]
défini par u(e®) = z, et la condition d’étre R-linéaire, et de 'unité n : X — R[X] définie par n(x) = €”.

EXEMPLE 49 Une remarque a propos de I'associativité. L'associativité du produit de la structure de groupe
n’est pas une conséquence de celle de la monade des groupes. Ce que dit 'associativité d'une monade est que la
notion méme de calcul est associative, ceci quelles que soient les opérations en jeu. Il arrive tout simplement

4. Plus précisément, c’est la fonction (f, z) — List(f)(z) qui est appelée map.
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(assez souvent) que certaines opérations sont des opérations binaires qui sont par ailleurs associatives. Mais il
se peut fort bien que la structure considérée n’ait aucune opération associative. C’est le cas des algebres de Lie,
qui sont des modules sur un anneau commutatif .A, munis d’une opération binaire (z,y) — [z,y] bilinéaire,
antisymétrique ([z,y] = —[y, z]) et satisfaisant I'identité de jacobi ([[z, y], 2] + [[y, 2], ] + [[z, =], y] = 0). Cette
opération n’est en général pas associative. Il y a pourtant une monade des algébres de Lie sur la catégorie des
A-modules.

EXERCICE 197 Soit (T, u,n) une monade sur la catégorie C. Soit U : C — C un foncteur et i : U —
T une transformation naturelle telle que pour tout objet X de C, ix soit un monomorphisme. On
suppose que, pour tout X, nx et px o i% (ol i% est le « carré horizontal » de iy ; section 2.1.5 (page
82)) se relévent le long de ix en n'y et i’y respectivement.

X U (X) < :

x Hx

Montrer que (U, u',n) est une monade (qu’on appelera une « sous-monade » de (T, j1,1)). Noter que

ix étant un monomorphisme, la sous-monade (U, 1/, n') est complétement déterminée par la trans-
formation naturelle i.

EXERCICE 198 On note P : Ens — Ens le foncteur contravariant « ensemble des parties », envoyant
tout ensemble X sur son ensemble de parties P(X), et toute application f : X — Y sur Uapplication
«image réciproque », P(f) = f~' : P(Y) — P(X). Remarquer que P> = P o P : Ens — Ens est alors
un foncteur (covariant). Pour tout élément x dans un ensemble X, on note nx(x) = {A e P(X) |z €
A} D« ultrafiltre trivial en x », c’est-a-dire 'ensemble des parties de X auquelles x appartient.

(a) Montrer que n est une transformation naturelle de 1 (le foncteur identité de Ens) vers P2
(b) Montrer que (P?, Pnp,n) est une monade sur Ens.

On note U(X) lensemble des ultrafiltres sur X, cest-a-dire I'ensemble des éléments u € P*(X) tels
que () € u, u est stable par intersection finie et pour toute partie Ade X, A c uou X — A € u. Il est
clair que nx (z) € U(X).
(e) Montrer que pour toute application f : X — Y, P?(f) envoie U(X) dans U(Y), et que U est donc
un foncteur Ens — Ens.

(d) On note {x : P(X) — PU(X)) lapplication définie par (x(A) = {u € U(X) | A € u}. Il est
clair que si ix : U(X) — P?*(X) est l'inclusion canonique, alors (x = i}l o np(x). Montrer que (x est
naturelle en X, et que (x(0) =0, (x(ANB) =(x(A)N¢x(B) et (x(X — A) =U(X) — (x(A).

(e) Montrer que (' : P*(U(X)) — P*(X) envoie U*(X) dans U(X).

() On note iy : U*(X) — U(X) la restriction de Cx ', et 'y : X — U(X) la restriction de nx. Montrer

que (U, ', 1) est une sous-monade (au sens de Uexercice 197) de (P2, Pnp,n). (La monade (U, ii', 1)
est appelée la « monade des ultrafiltres »).

3.1.3 Les monades sont des monoides.

Le foncteur T' d'une monade (7, i, n) sur C est un objet de la catégorie des endofoncteurs de C,
autrement dit, de la catégorie C°. Il s’agit d’'une catégorie monoidale stricte, dont le produit est
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la composition des foncteurs et dont 'unité est le foncteur identité. Dans cette situation, les dia-
grammes qui définissent les monoides, deviennent ceux de la définition 61 (page 181). En effet, le
fait que u x 1,1 x u, n x 1 et 1 x 5 se traduisent respectivement en ur, Ty, nr et Ty peut étre expli-
qué comme suit. Commencons par préciser la structure de catégorie monoidale de C¢, cest-a-dire
expliquer comment le foncteur :

CC % CC _° . CC

qui envoie la paire de foncteurs (F,G) sur le foncteur G o F, transforme les fleches de C¢ x C.
Donnons-nous donc deux transformations naturelles ¢ : F — F' et ¢ : G — G’, c’est-a-dire la fleche
(0, 9) : (F,G) — (F',G") dans C¢ x C°. L'image de cette fleche par le foncteur o : C¢ x ¢¢ — ¢
sera une transformation naturelle de G o F' vers G’ o F’. Il y a une solution naturelle & ce probleme.
C’est celle que nous avons contruite dans la section 2.1.4 (page 76) sous le nom de « composition
horizontale ». Le couple (¢, 1) est envoyé sur la transformation naturelle ¢, définie par 'une des
deux formules équivalentes suivantes :

(Pe)x = G'(¢x) o Yr(x) (Yo)x =Y (x) o Glex)

Voyons maintenant comment la fleche (17, ) : (T,T7%) — (T,T) est transformée par ce foncteur
de composition, autrement dit, & quoi correspond la fleche i x 1 (car le foncteur de composition
intervertit 'ordre de ses arguments) dans le cas des monades. On obtient, en utilisant la premiere
des deux formules ci-dessus :

T((1r)x) ° pr(x)

Cest-a-dire pp(x) puisque T((17)x) est I'identité de 7%(X). Bien sir, si on utilise I'autre formule,
on obtient :

prexy o T((1r)x)
C'est-a-dire encore ur(x), puisque 7°((17)x) est I'identité de 7°(X). Maintenant la fleche (u,17) :
(T?,T) — (T, T) est transformée en :

T(px) o lyerz(x))

par la premiére formule, cest-a-dire en (Tu)x comme attendu, la deuxiéme formule donnant
d’ailleurs 1T(T(X)) o T(/,Lx).

Comme les monades sont des monoides, il doit y avoir une notion de « morphisme de monades »
calquée sur celle de morphisme de monoides. En fait, nous avons déja rencontré un morphisme de
monades dans I’exercice 197 (page 184). En voici une définition générale.

DEFINITION 62 Soient M = (T, u,n) et M' = (T', 1/, 1) des monades sur C.(%) Un « morphisme »
@ : M — M’ est une transformation naturelle p : T — T qui commute aux opérations des monades,
c’est-a-dire telle que le diagramme :

1Tt g2

1l l@ lapz
1 H] T/ - T/2

n W

soit commutatif, o p? est bien sir le carré horizontal de .

5. A savoir des monoides de méme nature, c’est-a-dire tous deux dans C€.
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Le fait qu’on a une catégorie des monades sur C résulte immédiatement du fait que 1/?0p? = (Yop)?
(loi d’échange ; exercice 74 (page 84)). La catégorie des monades sur C sera notée Monadc.

EXERCICE 199 Montrer que pour toute catégorie C, Monad¢ a un objet initial.

3.2 Catégories d’algebres.

3.2.1 Algebres sur une monade.

On a donc défini la monade des groupes et la monade des listes. Ceci ne nous dit pas comment
on définit un groupe a partir de la monade des groupes, ni quelle est la notion correspondante
pour la monade des listes ou la monade des ultrafiltre (exercice 198 (page 184)). C’est ce que nous
allons voir maintenant en revenant au cas général. Nous définissons donc la notion d’« algeébre sur
une monade », qui dans le cas de la monade des groupes par exemple nous redonnera la notion de
groupe, et dans le cas de la monade des ultrafiltres nous redonnera la notion d’espace topologique
compact.

De méme que la notion de monade est analogue a celle de monoide, la notion d’algebre sur un
monade est analogue a celle de monoide agissant sur un ensemble. Rappelons qu'un monoide M
agit (a gauche) sur un ensemble X, si on a une application h : M x X — X telle que (ou h(m, z) est
noté mx) :

m(nz) = (mn)x

lx = =z

pour tous m et n de M et tout = de X. Exprimées en diagrammes commutatifs, ces relations

donnent :

pnx1 nx1

M x M x X M x X X M x X
1xh h 1 h
M x X X

Bien str, u: M x M — M etn: 1 — M sont le produit et I'unité du monoide M. Ceci nous conduit
a la définition suivante :

DEFINITION 63 Soit T : C — C une monade sur la catégorie C. Une «algébre sur T » (ou « T-algébre »)
est un couple (X,h), o X est un objet de C, et h : T(X) — X une fleche, tels que les diagrammes
suivants soient commutatifs :

X)) —2 > 7x) X —2 L T7(X)
Th h 1 h
T(X)—X X

h

La fleche h est appelée « fleche de structure » ou « fleche de calcul » de algébre (X, h), et X est appelé
I« objet sous-jacent » a cette algébre.
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Voyons ce que cela signifie dans le cas de la monade des groupes. Soit (X, /) une algébre sur la
monade des groupes. X est donc un ensemble, et & : T(X) — X envoie sur un élément de X toute
« expression » construite en appliquant les opérations de la structure de groupe a des éléments de
X. Ceci donne une structure de groupe sur X. En effet, si a et b sont deux éléments de X, [a][b] est
une expression et le produit de a et b sera h([a][b]). Il est immédiat que cela définit une structure
de groupe sur X dont ’élément neutre est 1(1). En fait, ce que fait I'opération % est simplement de
«calculer » les expressions. Réciproquement, toute structure de groupe sur X donne une maniere
de calculer les expressions, maniere qui est compatible avec les axiomes de la structure de groupe,
et définit donc une application h : T'(X) — X.

Par ailleurs, ce que dit le diagramme de gauche de la définition 63 est que si on prend une expres-
sion a deux niveaux de crochets, il revient au méme d’effacer les crochets extérieurs (via i) puis de
calculer 'expression obtenue (via h) ou de calculer d’abord les sous-expressions qui sont dans les
crochets extérieurs (via T'(h)) puis I'expression obtenue (via h). Ce que dit le diagramme de droite
est que pour tout élément a € X, le calcul de I'expression [a] € T(X) donne a € X.

On peut se demander maintenant ce qu’est une algebre sur la monade des listes. En voici un
exemple. Considérons I'ensemble N des entiers naturels. On a l'opération de sommation ¥ :
List(N) — N, qui fait la somme des éléments de la liste, donc qui envoie par exemple [1,2, 3, 4]
sur 10 (et [ ] sur 0). C’est 'application de structure d’une algebre sur la monade des listes. En effet,
les diagrammes :

List(List(N)) —=2* > List(N) N ——" > List(N)
List(X) by ) by
List(N) _ N

sont commutatifs. Par exemple :

[1,2,3],[4,5], 6] — [1,2,3,4,5,6] 3 [3]

I N

[[6], 91, [6]] F———21 3

Bien sfr, ce n’est pas la seule algébre sur la monade des listes :

EXERCICE 200 Montrer que la monade des listes est naturellement isomorphe a la monade des
monoides.

11 est donc équivalent de se donner sur un ensemble une structure de monoide ou une structure d’algebre sur
la monade des listes.

EXERCICE 201 Soit (T, 1, n) une monade sur la catégorie C.

(a) Montrer que pour tout objet X de C, (T'(X), ux) est une T-algebre (dite T-algeébre «libre » sur X).

(b) Montrer que pour toute T-algebre (X, h), h est un morphisme d’algébres de (T(X),pux) vers
(X, h).
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EXERCICE 202 Soit T : C — C une monade et (X, h) une algébre sur T. Montrer que h : T(X) — X
est un coégaliseur des fleches px,Th : T*(X) — T(X), et que ce coégaliseur est scindé (exercice 146
(page 123)) par les fleches nx : X — T(X) et nr(x) : T(X) = T*(X).

[25'¢

/?;\ X
— T
72(x) T X
\/
nr(x) "

EXEMPLE 50 Dans le cas ou C est la catégorie des ensembles, le résultat de 'exercice précédent s’interpréte
comme le fait qu’on peut voir X comme un quotient de 7'(X), la projection canonique étant la fleche de calcul
h. Si E est une expression, son image par 7 (x) est la formule [E], dont 'image par ux est E (effacement
des crochets extérieurs), et dont 'image par T'h est I'expression [a], ou1 a est le résultat du calcul de E. Noter
que [a] est aussi 7x (a). Tout élément a de X est donc représenté « canoniquement » par la formule [a] et deux
formules E et F' sont équivalentes (représentent le méme élément de X) si et seulement si Th([E]) = Th([F]),
ce qui peut aussi se lire [h(E)] = [h(F)], ou encore h(E) = h(F).

On a donc ici une « présentation » de 'algébre X « par générateurs et relations ». Les générateurs sont tous les
éléments de X et on a une relation F ~ F pour tout couple de formules F et F telles que h(E) = h(F). Cette
présentation est bien str rarement minimale. Elle est appelée la « présentation standard » de X.

Un morphisme de I'algébre (X, h) vers l'algebre (Y, k) est une fleche f : X — Y qui «préserve le
calcul », ce qui est exprimé par la définition suivante.

DEFINITION 64 Soient (X, h) et (Y, k) deux algébres sur la monade T : C — C. Un « morphisme » de
(X, h) vers (Y, k) est une fleche f : X — Y, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

T(X) L X

ro| lf

T(Y)——=Y

3.2.2 Catégorie d’Eilenberg-Moore.

Il est clair que si f : (X, h) — (Y, k) et g: (Y, k) — (Z,]) sont deux morphismes d’algebres, la fleche
composée go f : (X,h) = (Z,1) est encore un morphisme d’algébres. En effet, on a go f o h =
gokoT(f)=10T(g)oT(f)=10T(go f). Comme de plus 1x : X — X est clairement un morphisme
d’algebres, on a une catégorie des algebres sur la monade 7 : C — C, catégorie qu’on note C’ et qui
s’appelle « catégorie d’Eilenberg-Moore » de la monade 7.

I1 y a deux foncteurs canoniques entre les catégories C et CT. On a d’une part le « foncteur d’oubli »
U :C" — C, qui envoie I'algébre (X, h) sur objet X et le morphisme f : (X, h) — (Y, k) sur la fleche
f: X — Y.Onadautre part le « foncteur algebre libre » L : C — C* qui envoie 'objet X sur ’algebre
(T'(X), nux) et lafleche f : X — Y sur le morphisme d’algebres T'(f) : (T(X), ux) = (T(Y), uy).

PROPOSITION 70 Pour toute monade T : C — C, le foncteur algébre libre L : C — C7 est adjoint &
gauche du foncteur d’oubli U : CT — C. De plus, T = UL.

Il s’agit d’exhiber une bijection naturelle :

CT((T(X), nx), (Y k) ——= C(X,Y)
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Pour tout morphisme d’algébres f : T(X) — Y, on pose §(f) = fonx,oun:1— T est I'unité de la

monade T'.
6(f)

X—T(X)——Y
nx f

Sig: X — Y estune fleche quelconque, on peut poser {(g) = ko T (g) : T(X) — Y. {(g) est alors un
morphisme d’algébres, c’est-a-dire que ko T'({(g)) = £(g) o px. En effet,

koT(&(g)) = koT(k)oT?(g)
= kopuy oT*(g) (car ko T(k) = ko puy)
= koT(g)oux (naturalité de p)
= &(g)opx
De plus, £ est I'inverse de 6. En effet,
§0(f)) = koT(fonx)
= koT(f)eT(nx)
= fouxoT(nx) (car f est un morphisme d’algebres)
= f
0(&(9)) = koT(g)onx
= komnyog (naturalité de n)
=g (car (Y, k) est une algebre)
La naturalité de 6 par rapport & X et a (Y, k) résulte de (pour v : X' — X ety : (Y, k) — (Y, k') :
0(foT(p) = [foT(p)onx
fonxogp
0(f) o
O(of) = vofonx
= ob(f)

Il est par ailleurs immédiat que 7' =UL.

EXERCICE 203 Soit (T, i, n) une monade sur la catégorie C, € : LU — 1 la co-unité de l’adjonction
LAU:C—CT, et (X,h) une T-algébre. Montrer que ex,n) = h.

PROPOSITION 71 Pour toute monade T : C — C, le foncteur d’oubli U : CT — C crée les limites
(definition 54 (page 125)).

Soit d : Z — CT un diagramme dans C”. Pour tout objet i de Z, notons d; = (X;, h;) 'algébre image
de ¢ par d. Pour toute fleche ¢ : i — j de Z, d(¢) est un morphisme d’algebres, ce qui signifie que
hj o T(U(d(g))) = U(d(¢)) o h;. Supposons que le diagramme U o d ait un cone limite (m; : C' — X,);.
Il s’agit de montrer que ce cone a un unique antécédent par U et que cet antécédent est un coéne
limite sur d.

Commencons par l'existence. On peut considérer I'image du cone (7; : C — X;); par le foncteur 7,

c’est-a-dire (T'(m;) : T(C) — T(X;));. Pour chaque 7 on a la fleche h; : T(X;) — X, et donc la fleche
composée h; o T'(m;) : T(C) — X;.

) Y ~C
T(m)i iﬂ'i
T(X;) —=X;

h;
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De plus, pour toute fleche ¢ : i — j,ona U(d(p)) o h; o T(m;) = hj o T(U(d(p)) om;) = hjoT(m;). Ceci
assure l'existence d’'une unique fleche ¢ : T(C') — C rendant commutatif le diagramme ci-dessus
pour tout <.

Nous vérifions maintenant que (C,v) est une T-algebre, cest-a-dire que ¢ o pc = 1 o T(¢)) et
1 onc = 1¢. On a pour tout 7 :

mioYopuc = hyoT(m)o pc
hi o pc o T?(m;)
= hjoT(h;) o T?(m;)
— o T(hi o T(m))
h; o T(m; o)
= hioT(m)oT(¥)
= moypoT(¥)

ce qui montre que ¢ o uc = ¥ o T'(¢). On traite de méme I'autre égalité.

Les 7; : C — X, sont par ailleurs des morphismes d’algebres par définition de ), comme cela se voit
sur le diagramme précédent. Il reste a voir que le cone ainsi construit dans C* est une limite. Soit
(A, k) une T-algebre, et f; : A — X; des morphismes d’algébres tels que U(d(p)) o f; = f; pour toute
fleche ¢ : i — j. Comme les 7; forment un cone limite dans C, on a une unique fleche g : A — C
dans C telle que 7; o g = f;. Il reste a vérifier que g est un morphisme d’algebres, c’est-a-dire que
gok =1 oT(g). 1l suffit pour cela de vérifier que pour tout i on a m; 0 go k = m; 0 1p o T(g). Cette
vérification est laissée au lecteur.

Pour ce qui est de 'unicité du coéne, notons que le choix de C est obligatoire pour le sommet du
cone, de méme que le choix des 7; pour les projections. Or tout ceci détermine 1, donc I'intégralité
du cone antécédent. B

EXEMPLE 51 Par contre, le foncteur d’oubli U : ¥ — C ne crée pas les colimites en général. Par exemple, il
ne crée pas les coégaliseurs. En effet, considérons les deux morphismes de groupes f et g de Z vers Z définis
par f(x) = 3z et g(z) = 0. Le coégaliseur de ces deux fleches dans la catégorie des groupes est la projection
canonique de Z sur Z/3Z, car si ¢ : Z — G est un morphisme de groupes tel que ¢(3z) = ¢(0) pour tout
x € Z, alors ¢ se factorise de maniére unique a travers Z/3Z. Oublions maintenant les structures de groupes.
Lélément 1 € Z n’est ni dans I'image de f ni dans celle de g. Il n’est donc équivalent a aucun élément autre
que lui-méme, en particulier, il n’est pas équivalent a 4, qui est d’ailleurs dans le méme cas. On voit donc que
le coégaliseur de f et g dans la catégorie des ensembles est un ensemble infini. Si le foncteur d’oubli créait les
coégaliseurs, Z/3Z serait isomorphe a un groupe infini. Cependant, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 72 Pour toute monade T : C — C, le foncteur d’oubli U : CT — C crée les coégaliseurs
pour toute paire de fleches paralleles f et g telles que U(f) et U(g) aient un coégaliseur absolu
(definition 50 (page 123)).

Soient f,g: (X,h) — (Y, k) deux morphismes d’algebres, tels que les fleches f,g : X — Y aient un
coégaliseur absolu 7 : Y — @ dans C. Il s’agit de montrer qu’il existe sur () une unique structure
d’algebre ! : T(Q) — Q telleque 7 : (Y, k) — (Q, 1) soit un morphisme d’algeébre et soit un coégaliseur
de f et g dans C*. Comme 7 est un coégaliseur absolu de f et g dans C, T(7) est un coégaliseur
de T(f) et T(g) dans C. De plus on a ko T(f) = fohet koT(g) = goh, car f et g sont des
morphismes d’algebres. Il résulte donc de la définition des coégaliseurs qu’il existe une unique
fleche [ : T(Q) — Q telle que [ o T'(7) = 7 o k, ce qui fera de 7 un morphisme d’algebres pourvu que
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(@, 1) soit une algebre.

T
) o)
T(X)_ S TY)———=T(Q)
T(g)
h k !
l f v
X =Y - Q

g9

Soient p et n la multiplication et I'unité de la monade T'. Pour prouver que (Q, () est une T-algebre,
on doit prouver entre autres choses que [ o jip = [ o Tl. On a ug o T?(7) = T(7) o uy par naturalité
de 4. On voit donc que [ o jig o T?(7) = mo ko py. Comme T?(7) est un coégaliseur de T2(f) et T2(g),
il résulte encore de la définition des coégaliseurs que [ o ;1 est 1a seule fleche ayant cette propriété.
Comme [ o 7! I'a aussi, c’est-a-dire comme [ o Tl o T?(7) = m o ko Tk = 7 o k o juy, on a prouvé notre
égalité. On procede de méme pour les autres égalités. m

3.2.3 Catégorie de Kleisli.

DEFINITION 65 Soit (T,u,n) : C — C une monade. On définit la catégorie Cr, dite « catégorie de
Kleisli de T », comme suit :

o Les objets de Cr sont les clones de ceux de C, c’est-a-dire que pour chaque objet X de C, on a
un objet Xt de Cr.

o Les fleches de Cr de X1 vers Yr sont les clones des fleches de C de X vers T(Y), c’est-a-dire
que pour chaque fleche f : X — T(Y) dans C, on a une fleche fr : Xp — Yr dans Cr.

e La composition dans Cr est obtenue en clonant le « produit de Kleisli », noté x, défini pour
deux fleches f : X - T(Y)etg:Y = T(Z)deC, par g* f = puz oT(g) o f, autrement-dit, on a
gro fr= (g f)r

e La fleche identité de X est le clone de la fleche nx : X — T(X) de C, autrement-dit, on a
Ix, = (nx)71.

Il faut vérifier I'associativité de cette composition et le fait que les fleches identité sont neutres
pour la composition. Les fleches f : X — T(Y),g:Y — T(Z),et h : Z — T(V) étant données dans
C,ona:

(hxg)xf = pvoT(uyoT(h)og)of
= pyoT(py)oT?(h)oT(g)o f
= pvourwyoT?(h)oT(g)of (associativité de 1)
= pyoT(h)ouzoT(g)of (naturalité de u)
= hx(g*f)

et ny x f =py oT(ny)o f = f, de méme que fxnx = py o T'(f) onx = py onryyo f = f.

PROPOSITION 73 La correspondance K définie par K(Xt) = (T(X),ux) et K(fr : X7 — Yr) =
py o T(f) est un foncteur plein et fidéle K : Cr — CT.

On a, pour toutes fleches fr : X+ — Yretgr: Yr — Zr:

K(gro fr) = K((pzoT(g)o f)r)

pzoT(uz)o TZ(Q) o T(f)

Kz © Pr(z)© T? (9) o T(f)

wzoT(g)opy oT(f) (naturalité de )
= K(gr)o K(fr)
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et K(1x,) = K((nx)r) = pux oT(nx) = lrx) = L(x)ux) = 1Lk (X1)-

Pour voir que K est plein et fidele, il suffit de montrer que pour tout morphisme d’algebres f :
K(Xr) — K(Yr) il existe une unique fleche o1 : X7 — Y7 telle que K(¢) = f. Posons ¢ = f o nx.
Ona
K(er) = pyoT(fonx)
= pyoT(f)oT(nx)
= fopuxoT(nx)
= f

et si K(por) = K(Yr),onap = py onpyyop = py oT(@p)onx = py oT(Y)onx = 1, donc pr = ¢r. W

Comme toute algebre libre est dans 'image de K, on vient de montrer (exercice 78 (page 89)) que
la catégorie de Kleisli de T est équivalente a la sous-catégorie pleine de C* des T-algebres libres.

On a un foncteur d’oubli U’ : C+ — C, défini par U'(X7) = T(X) et U'(fr : X7 — Y1) = py o T(f).
En fait ce foncteur est simplement le composé U o K, ou U : CT — C est le foncteur d’oubli pour la
catégorie d’Eilenberg-Moore. Par ailleurs, le foncteur L : C — CT se factorise a travers K : Cp — CT
en un foncteur L' : C — Cr défini par L'(X) = Xr et L'(f: X = Y) = (ny o f)r.

PROPOSITION 74 Pour toute monade T :C — C,ona L' HU' : C — Cr.

On a les bijections suivantes :
Cr(L/(X),Yr) ~CT(KL'(X),K(Yr)) ~ CT(L(X),K(Y7)) ~ C(X,UK(Yr)) ~ C(X,U'(Yr))

toutes naturellesen X et Y. m

3.2.4 La monade d’une adjonction.

A toute adjonction entre foncteurs est associée une monade de maniére canonique :

PROPOSITION 75 Soit F' 4 G : C — D une paire de foncteurs adjoints. Alors T = GF : C — C est une
monade sur C, dont l'unité n : 1 — T est l'unité de l'adjonction F - G, et dont le produit jn: T?> — T
est Gep, ou € : FG — 1 est la co-unité de l'adjonction F - G.

Il s’agit de vérifier la commutativité des diagrammes de la définition 61 (page 181). Comme 7' = GF
et u = Gep ,on a ur = Gepgr et Ty = GFGep. Le premier diagramme devient donc :

Gepar(x
GFGFGF(X) —"% . GFGF(X)
GFGep(x) Gep(x)
GFGF(X) —— GF(X)
EF(X)

La commutativité de ce diagramme résulte de celle du suivant, dont il est 'image par G apres avoir
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faitY = F(X) :
FGFG(Y) —2° . pG(y)
FGey €y
FG(Y) Y

€Y

Or ce dernier diagramme ne fait qu’exprimer la naturalité de la transformation ¢ : FG — 1 (hori-
zontalement) dans le cas de la fleche ey : FG(Y) — Y (verticalement).

L'autre diagramme de la définition 61 devient :

GF(X) —S L grar(x) <" GFR(X)
\\ GEF/

GF(X)

dont la commutativité résulte immédiatement de la relation unité/co-unité (proposition 52 (page
159)). m

Il se peut que des adjonctions distinctes définissent la méme monade.

EXEMPLE 52 On peut considérer les deux adjonctions :
L AU : Ens — Grp LU : Ens — GrpL

ou GrpL est la sous-catégorie pleine de Grp dont les objets sont les groupes libres. Dans les deux cas, le
foncteur U est le foncteur d’oubli de la structure de groupe, et dans les deux cas le foncteur L est le foncteur
« groupe libre ». Il est clair qu’il s’agit de deux adjonctions définissant la méme monade, a savoir la monade
des groupes.

PROPOSITION 76 Soit F 4 G : C — D une adjonction. Soit (T, u,n) la monade de cette adjonction.
Alors il existe un unique foncteur H : D — C (dit « de comparaison »), tel que UH = G et HF = L
(ot les foncteurs U et L sont ceux de la proposition 70 (page 188)), et un unique foncteur H' : Cr — D
tel que H'L' = F et GH' = U’ (ous les foncteurs U’ et L' sont ceux de la proposition 74 (page 192)) :

% C \ Ces foncteurs sont donnés par les formules :
/ SN . HY) = (G(V),Glev))
=1 e VT F H(f:Y—2Z) = G(f)
- H(Xr) = F(X)
H/"--v__>D__ T H Hl(fT:XT%YT) = €F(y)OF(f)

Construisons d’abord H. Comme on doit avoir UH = G, on voit que, pour tout objet Y de D, H(Y)
doit étre de la forme (G(Y), ky ), pour un certain ky : TG(Y) — G(Y), c’est-a-dire ky : GFG(Y) —
G(Y). On a bien stir Gey comme candidat pour ky, ou ¢ est la co-unité de ’adjonction F' 4 G. En
fait, c’est le seul possible. En effet, le foncteur H doit transformer aussi les fleches et en particulier
la fleche ey : FG(Y) — Y en un morphisme d’algébres H(cy ) : HFG(Y) — H(Y), qu’on détermine
en calculant U H (ey ). Comme on exige G = U H, ceci se traduit par la commutativité du diagramme
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suivant (rappelons que T' = GF) :

krcy
TGFG(Y) = GFGFG(Y) — ~ GFG(Y)
T(GEY)=GFGEY Gey
TG(Y) = GFG(Y) G(Y)

Y

ol kpq(y) est la fleche de structure de I'algébre H(FG(Y')). Comme on demande que L = HF', on a
H(FG(Y)) = LG(Y), et kpg(y) doit étre la fleche de structure de I'algebre libre LG(Y'), c’est-a-dire
la multiplication pg(y) : T*G(Y) — TG(Y) qui n’est autre que Gepg(y) : GFGFG(Y) — GFG(Y).
On a donc :
ky o GFG&‘Y = GEY o Gé‘Fg(y) = GEY 9] GFG&‘Y

ou la derniere égalité résulte de cy o erg(y) = ey o FGey, qui est, comme dans la démonstration
de la proposition 75 (page 192), I'expression de la naturalité de la transformation ¢ : FG — 1 dans
le cas de la fleche ey : FG(Y) — Y. On a donc ky = Gey, puisque GFGey o GFngyy = 1 daprés
la relation unité/co-unité (proposition 52 (page 159)), qui dans ce cas s’écrit G, o ngy) = 1. Ceci
montre 'unicité de H en ce qui concerne les objets. L'unicité en ce qui concerne les fleches résulte
du fait que pour toute fleche f,on a H(f) = UH(f) = G(f).

On pose donc :

H(Y) (G(Y), Gey) (pour tout objet Y de D)
H(f) = G(f) (pour toute fleche f de D)

et H est trivialement un foncteur. Il est clair que UH = G et il reste a vérifier que HF = L. Pour
tout objet X de C on a, par définition de H, HF(X) = (GF(X),Gep(x)) = (T(X), px) = L(X). Pour
toute fleche f : X — X', ona HF(f) = GF(f) =T(f) = L(f).

Construisons maintenant H'. On doit avoir H'L' = F, donc pour tout objet X de C, H'(Xr) = F(X),
ce qui définit H' sur les objets. Si fr : X7 — Y7 est une fleche de Cr, on pose H'(fr) = ep(y) o F(f).
FX) 2L Pr(yY) = FGR(Y) 2% F(Y)

Onacp(z)0FGepz) = ep(2)°crGr(z) Par naturalité de e relativement a la fleche e p(z) : FGF(Z) —
F(Z).On apar ailleurs e pgr(z)o FGF(g) = F(g) oep(y) par naturalité de ¢ relativement a la fleche

F(g). On a donc pour deux fleches quelconques f: X - T(Y)etg:Y = T(Z):

H'(gro fr) = H'((g*f)r)
€F(z)© F(uzoT(g)o f)
= €F(Z)OFG€F(Z)OFGF(Q)OF(f)
€r(z) 9 €rar(z) © FGF(g) o F(f)
= epz o F(g)oery)o F(f)
= H'(gr)o H'(fr)
et par ailleurs Hl(le) = H,((WX)T) =EF(Xx)° F(nx) = 1F(X) = 1H/(XT)-

Pour toute fleche f : X — Y de C,ona H'L'(f) = H'((ny o f)r) = epyyo F(ny o f) = F(f). On a
donc H'L' = F. De plus, GH'(X1) = GF(X) = U'(X7) pour tout objet X1 de Cr, et enfin GH'(fr) =
Gleryy o F(f)) = Gepyy o GF(f) = py o T(f) = U'(fr). On a établi I'unicité de H' sur les objets.
Pour ce qui est de 'unicité de H’ sur les fleches, le calcul précédent, lu a 'envers, montre qu’on doit
avoir GH'(fr) = G(ep(y)oF(f)). Par naturalité de ¢, on a e p(y 0 FG(gp) = @oep(x) pour toute fleche
¢: F(X)— F(Y).Onadonc H'(fr)cepx) = (erv) o F(f)) oep(y), donc H'(fr) = epyy o F(f), car
£r(v) est un épimorphisme. B
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3.3 Monadicité.

DEFINITION 66 Un foncteur G : D — C est dit « monadique » (resp. « monadique & équivalence
pres ») s’il a un adjoint a gauche F : C — D, et si le foncteur de comparaison de l'adjonction F 4 G
(proposition 76 (page 193)) vers ladjonction L 4 U : C — C¥, o T = G o F, est un isomorphisme
(resp. une équivalence de catégories).

La discussion qui précéde a montré que dans le cas de la structure de groupe, c’est-a-dire du foncteur d’oubli
Grp — Ens, la catégorie Grp est isomorphe 2 Ens”, ol T est la monade des groupes. Ce foncteur d’oubli est
donc monadique.

EXERCICE 204 Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On note P(E) l’ensemble des parties
de E et L(FE) l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E. Ce sont deux ensembles ordonnés (par
Uinclusion), et Uinclusion de L(E) dans P(FE) est un foncteur. Montrer que ce foncteur est monadique.

EXERCICE 205 Montrer que le foncteur d’oubli U de la catégorie Top des espaces topologiques et
applications continues vers la catégorie Ens des ensembles a un adjoint & gauche, crée les limites,
mais n’est pas monadique.

EXERCICE 206 Soit Cat la catégorie des petites catégories. On a un foncteur d’oubli U : Cat —
Ens x Ens, qui envolie toute petite catégorie C sur le couple (Ob(C),F1(C)) et tout foncteur sur le
couple d’applications sous-jacentes. Le foncteur U est-il monadique ?

EXERCICE 207 Soit Cat la catégorie des petites catégories. On a un foncteur d’oubli U : Cat —
Graph qui associe a toute catégorie son graphe sous-jacent. Montrer que U est monadique.

EXERCICE 208 Montrer par un exemple que le composé de deux foncteurs monadiques n’est pas
nécessairement monadique.

3.3.1 Le théoréme de Beck.

Le «théoreme de monadicité de Beck » caractérise les adjonctions F 4 G : C — D pour lesquelles le
foncteur de comparaison H : D — C” de la proposition 76 (page 193) est un isomorphisme (ou une
équivalence de catégories).

PROPOSITION 77 (Beck) Soit F 4 G : C — D une adjonction, (T, u,n) la monade de cette adjonction
(proposition 75 (page 192)), H : D — C* le foncteur de comparaison. Les énoncés suivants sont
équivalents :

e H est un isomorphisme (resp. une équivalence de catégories),

o (i crée (resp. crée & isomorphisme pres) les coégaliseurs pour toutes les paires (f, g) de fleches
paralléles telles que (G(f),G(g)) ait un coégaliseur absolu,

o (i crée (resp. crée a isomorphisme pres) les coégaliseurs pour toutes les paires (f, g) de fleches
paralléles telles que (G(f),G(g)) ait un coégaliseur scindé.

Le premier point entraine le deuxiéme puisque U : CT — C crée les coégaliseurs pour toutes les
paires (f,g) telles que (U(f),U(g)) ait un coégaliseur absolu (proposition 72 (page 190)). Bien sfir,
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si le foncteur de comparaison est seulement une équivalence de catégories, le foncteur U crée ces
coégaliseurs a isomorphisme pres.

Le deuxiéme point entraine le troisiéme puisque tout coégaliseur scindé est absolu.

Il reste donc & montrer que le troisiéme point entraine le premier. Soit (X, ) un objet de C. La
présentation standard de cette algebre est le coégaliseur scindé (exercice 202 (page 187)) :

1254

N h

(10 S I A6 ¢ b—
v
nr(x) =

Comme T' = GF et ux = Gep(x), ce diagramme est le méme que :

Gerex)
ZG—F‘(\}L)\ h
GFGF(X) GF(X)__ =X
-~
NGF(X) >

et on voit que les deux fleches paralleles Gep(x) et GF(h) sont dans I'image du foncteur G.
Autrement-dit, on a dans la catégorie D les deux fleches paralleles cp(x), F(h) : FGF(X) — F(X),
dont les images par G ont un coégaliseur scindé. Supposons que le foncteur G ne crée un coégali-
seur pour cette paire de fleches qu’a isomorphisme pres. Il existe alors une fleche k : F(X) — YV
qui est un coégaliseur des fleches cp(x) et F'(h). Soit A : X — G(Y) un isomorphisme entre les
coégaliseurs h et G(k) :

GEF(X)

Grar(x) ™

Considérons maintenant la fleche k£ : F(X) — Y. Son image par H est le morphisme d’algebres
H(k) : HF(X) — H(Y). Comme HF(X) = L(X), la fleche de structure de 1'algebre HF'(X) est
ux. Celle de 'algebre H(Y') est G(ey ) (proposition 76 (page 193)). De plus, la fleche sous-jacente au
morphisme d’algebres H(k) est UH (k) = G(k) = X o h. Que H (k) soit un morphisme d’algebres est
donc exprimé par le carré commutatif :

T (Xoh) T(X)

/LX\L iG(EY)

TX)——X
Aoh
On a donc G(ey) oT(Aoh) = Aohopux = Ao hoT(h). Mais T(h) est un épimorphisme, car
T(h)oT(nx) = T(honx) = T(lx) = 1px), etona Xoh = G(ey) o T()), ce qui signifie que les
algebres (X, h) et H(Y) sont isomorphes. On a ainsi montré que H est essentiellement surjectif
(definition 29 (page 88)).

Dans le cas ou G crée un coégaliseur (pas seulement a isomorphisme pres) pour les fleches cp(x)
et F(h),ona G(Y) = X, h = G(k) et A\ = 1x. On voit que H est alors surjectif sur les objets.
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Supposons maintenant qu’on ait un objet Y’ dans D tel que H(Y') = (X, h), cest-a-dire G(Y') = X
et G(ey’) = h. Souvenons-nous qu’on a ey o epg(y+) = €y’ o FGey: (naturalité de ¢), autrement-dit
que ¢y définit un cocone sur le diagramme formé par les fleches cp¢(y+) et FGey, qui ne sont
autres dans ce cas que cp(x) et I'(h). Comme G(cy’) = h = G(k), le fait que G crée les coégaliseurs
montre alors que sy = k, donc que Y = Y, ce qui fait que H est injectif sur les objets.

Il reste a montrer que H est plein et fidele, c’est-a-dire que tout morphisme d’algebres h :
(G(Y),G(ey)) — (G(Z),G(ez)) a un unique antécédent par H. La présentation standard de l'al-
gebre (G(Y),G(ey)) est le coégaliseur scindé :

Gepa(y)
GFG ley)
GFGFG(Y) @) Taray) T a)
~~—} m
NGFG(Y) e

Comme ¢y est un cocone sur le diagramme formé par cp¢(yv) et FG(ey), et comme G crée un
coégaliseur (éventuellement a isomorphisme preés) pour ces deux fleches, ey est un coégaliseur
de epg(y) et FG(ey). On a donc une unique fleche ¢ rendant commutatif le carré de droite du
diagramme :

EFG(Y)
FGFG(Y)_  _~FGY)————=Y
FGey
FGF(h) F(h) ®
EFG(Z) v
FGFG(Z)_____ ~FGZ)—2—=7Z
FGeyz

dans lequel les deux carrés de gauche sont commutatifs, le premier par naturalité de ¢, Pautre
parce que h est un morphisme d’algeébres. On a donc g oey = £ o F(h). Pour vérifier que H(p) = h,
il suffit de vérifier que G(¢) = h. En appliquant G a I'égalité précédente, on obtient G(y) o G(ey) =
G(ez)oT(h) = hoG(ey), car h est un morphisme d’algebres. Comme G(ey) est un épimorphisme
(il a 1g(y) comme section), on a G(p) = h.

Soit enfin ¢ : Y — Z une autre fleche telle que H () = h, c’est-a-dire telle que G(¢) = h. On a alors
Yoey = ey o FG(y) par naturalité de ¢, donc ¢ o ey = £z o F'(h), ce qui montre (unicité de » dans
le diagramme ci-dessus) que ¢ = ¢. R

Généralement, le théoreme de Beck est énoncé sous la forme suivante : Un foncteur G est monadique (resp.
monadique a équivalence prés) si et seulement si il a un adjoint a gauche et s’il crée les coégaliseurs (resp. a

isomorphisme pres) pour toutes les paires (f, g) telles que (G(f),G(g)) ait un coégaliseur scindé (ou absolu).
Cette formulation est clairement équivalente a celle de la proposition 77.
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Chapitre 4

Ensembles.

... la vision ensembliste est aujourd’hui une authentique
obstruction a I'application directe de la méthode mathématique a la
réalité (ot I'intuition pergoit les structures et non pas les « points »
des ensembles abstraits soi-disant sous-jacents a ces structures). Du
reste, on observe que cette faculté de changer de contexte est en
pratique trés limitée chez nombre de mathématiciens quand il s’agit
de la théorie des ensembles, parce que leur intuition est canalisée
depuis trop longtemps dans le formalisme des ensembles, de sorte
qu’ils ont perdu le goiit de la recherche des limites de ce formalisme
ou ils vivent : ils finissent par croire que la théorie des ensembles est
une base absolue et que les ensembles existent réellement.

René Guitart [18]

Dans ce chapitre sont exposées les bases de la théorie des topos élémentaires. Les topos élémen-
taires sont des généralisations de la catégorie des ensembles. C’est du moins une des facon de les
comprendre, et c’est cet aspect, le plus important pour nous, qui justifie le titre de ce chapitre.
Malgré cela, les ensembles dont il va étre question ici sont tellement plus généraux que les en-
semble ordinaires qu’ils n’ont méme plus nécessairement d’éléments. Bien entendu, le point de vue
behavioriste qu'autorise la théorie des catégories joue ici encore un role essentiel.

4.1 Premiere notions sur les topos élémentaires.

4.1.1 Motivations.

Les motivations qui vont étre données ci-dessous n’ont rien d’historique. Ce sont des motivations
a posteriori. Avant de définir les topos élémentaires, rappelons quelques propriétés de la catégorie
des ensembles, qui serviront de modele pour la définition des topos. En fait, on ne retient que deux
propriétés :
e (1) La catégorie des ensembles a toutes les limites finies. En particulier, elle a un objet final
et des produits fibrés.

e (2) On a la notion d’« ensemble des parties » et la propriété suivante. Si on se donne deux
ensembles X et Y et une partie S de X x Y, on a une fonction f de X vers P(Y). C’est celle
qui a tout = € X associe 'ensemble des y € Y tels que (z,y) € S.
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X

X

Réciproquement, si on se donne une telle fonction f : X — P(Y), on récupére une partie S
de X x Y en posant S = {(z,y) € X xY |y € f(z)}, et ces deux opérations sont bien sir
réciproques 'une de 'autre. On peut donc écrire qu'on a une bijection :

PY)X - P(X xY)
qu’on verra plutét comme une bijection :
Ens(X,P(Y)) — Sub(X xY)

qui est bien sir naturelle en X et Y. Le fait qu’elle soit naturelle en X fait apparaitre P(Y)
comme un classifiant du foncteur X — Sub(X X Y'), ce qui peut constituer une définition de
I'ensemble des parties. En fait, ceci apparait comme une définition de P a partir de Sub, ce
qui dans le cas de la catégorie des ensembles, o ces deux notions sont confondues, ne semble
pas permettre de définir P. Ce que cette définition dit en réalité est que la notion « interne »
P d’ensemble des parties se définit a partir de la notion « externe » Sub de collection des sous-
objets. Dans le cas d'une catégorie pour laquelle Sub a un sens, ceci définit parfaitement P, a
isomorphisme canonique pres bien sir. Or pour que Sub ait un sens comme foncteur, il suffit
que la catégorie ait des produits fibrés (section 2.2.8 (page 119)). On notera qu’on a le méme
genre de «transfert » de ’externe vers 'interne quand on définit le produit dans une catégorie
C comme I’adjoint a droite du foncteur diagonal A : C — C x C, lequel requiert I'utilisation
de la notion de produit pour les catégories elles-mémes. Il faut noter toutefois que la notion
interne ainsi définie est beaucoup plus générale que la notion externe utilisée pour la définir.

C’est tout ce dont on aura besoin. Autrement dit, on demande seulement de pouvoir faire des pro-
duits, éventuellement fibrés, et d’avoir une notion d’ensemble des parties. Malgré la simplicité de
cette axiomatique, la structure de topos est suffisamment riche pour qu’on puisse considérer tout
topos 7 comme un univers mathématique complet,(!) y compris en ce qui concerne la logique,
puisque les énoncés mathématiques peuvent étre vus comme des fleches de 7, et les preuves ma-
thématiques elles-mémes peuvent aussi étre vues comme des fleches de 7, de méme que la notion
de «type » qui est sous-jacente a toutes les mathématiques, bien qu’elle ne soit pas formalisée par
la théorie des ensembles.

4.1.

2 Topos.

DEFINITION 67 Un «topos élémentaire » est une catégorie T

e qui a toutes les limites finies,

e telle que pour tout objet Y de T, le foncteur X — Sub(X x Y) ait un classifiant (P(Y), ty).

1.

Sauf qu’il manque pour le moment un « axiome de I'infini ».
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Cette définition est le résultat du travail de nombreux mathématiciens. On peut citer les étapes principales
qui sont l'introduction des topos de faisceaux sur un site par A. Grothendieck, la premiére définition des
topos élémentaires par W. Lawvere et M. Tierney, enfin les simplifications apportées en particulier par C.d.
Mikkelsen et P. Freyd.

On note que I'existence de produits fibrés assure qu’on peut voir Sub comme un foncteur, agissant
sur les représentants des sous-objets par pullback. Bien entendu, on peut remplacer ’hypothese
que 7 a toutes les limites finies, par ’hypothése que 7 a un objet final et tous les produits fibrés,
ou par I’hypothése que 7 a un objet final des produits binaires et des égaliseurs binaires.

Par la suite, on notera généralement 6 : 7(X,P(Y)) — Sub(X x Y) la bijection naturelle en X
déterminée par . Rappelons qu’elle est donnée par la formule 0x (f) = Sub(f x 1y)(ty) (définition
58 (page 148)). On notera le plus souvent y la bijection réciproque de 6.

Bien entendu, la catégorie des ensembles est un topos, comme cela a été expliqué ci-dessus. De
plus, toute catégorie qui est équivalente a un topos est un topos. La catégorie singleton 1 a un seul
objet (lui aussi noté 1) et une seule fleche est elle aussi un topos. En effet, on sait déja qu’elle est
cartésienne fermée (c’est une algebre de Heyting, et méme une algebre de Boole). Il est facile de
vérifier qu’elle a des produits fibrés. De plus, les deux ensembles Sub(1 x 1) et 1(1,1) n’ont qu'un
élément et sont donc en bijection naturelle.

DEFINITION 68 Un topos est dit « dégénéré » s’il est équivalent a la catégorie singleton.

EXERCICE 209 Montrer que l'algebre de Boole a deux éléments {1, T} a un objet final et des pro-
duits fibrés, mais n’est pas un topos.

EXERCICE 210 Montrer que la catégorie des ordinaux finis (exemple 23 (page 109)) est un topos, et
qu’il en est de méme de la catégorie des fleches de cette derniére.

EXERCICE 211 Montrer que dans le cas du topos des ensembles, et pour tout ensemble Y, lobjet
P(Y) étant choisi comme l’ensemble des parties de Y, l’élément universel 1y peut étre choisi comme
le sous-objet (sous-ensemble) de P(Y) x Y qui représente le prédicat d’appartenance. Autrement dit,
un couple (B,y) appartient & vy si est seulement si y € B.

Lexercice ci-dessus montre que la définition des topos(?) fait de 'appartenance une notion primi-
tive. C’est I'une des raisons qui la fait ressembler a la théorie des ensembles, dont elle peut étre
vue comme une version « typée ».

EXERCICE 212 Montrer que pour tout objet X dans un topos T, l'objet P(X) est «injectif », c’est-a-
dire que pour tout monomorphisme m : A — B et toute fleche f : A — P(X), il existe une fleche
¢ : B — P(X) (non nécessairement unique) telle que ¢ om = f.

PROPOSITION 78 Soit T un topos. La fonction P : Ob(T) — Ob(T) s’étend d’'une maniere unique
en un foncteur P : T — T, tel que la bijection 0 : T(X,P(Y)) — Sub(X x Y) soit naturelle en Y.

2. Du moins la définition choisie ici. On peut définir les topos comme des catégories cartésiennes fermées avec un clas-
sifiant du foncteur des sous-objets, et dans ce cas, ’'appartenance, qui n’est plus une notion primitive, se construit a partir
de I'évaluateur ev. Léquivalence de ces deux définitions, 'une basée sur la notion de sous-ensemble et 'autre basée sur la
notion de fonction, est facile & comprendre. En effet, les sous-ensembles peuvent étre vus comme des fonctions, précisément
comme leur propre fonction caractéristique. Réciproquement, les fonctions peuvent étre construites via leur graphe, qui est
juste un sous-ensemble d’un produit. Les notions de sous-ensemble et de fonction sont donc essentiellement équivalentes,
ce qui est d’ailleurs confirmé par leur comportement calculatoire. Les regles de calcul qu’on verra dans ce chapitre concer-
nant les sous-ensembles sont exactement les mémes (au choix des symboles prés) que les régles bien connues du A-calcul
concernant les fonctions.
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C’est une conséquence immédiate de la proposition 55 (page 162). B

La naturalité de 6 par rapport a Y signifie que pour toute fleche f : Y — Y’ on a le diagramme
commutatif :
T(X,P(Y")) —> Sub(X x V)

P(f)*l \LSub(le)
T(X,P(Y)) — > Sub(X x Y)

En remplacant X par P(Y’), et en suivant le parcours de 1p(y+), on obtient :
O(P(f) = m )

Dans le cas des ensembles, le pullback d’une partie (vue comme une inclusion) le long d’une ap-
plication est I'image réciproque de cette partie par cette application. Comme vy est alors la partie

de P(Y’) x Y’ constituée des (B,y) tels que y € B, on voit que wile’by') est la partie de P(Y') x Y

constituée des (B, z) tels que f(x) € B, et donc que " (w%le”‘y/)

) est 'application qui envoie B
sur ’'ensemble des z € Y tels que f(z) € B. Il en résulte que P(f) est 'application image réciproque
P(f) = f':P(Y') = P(Y). Bien entendu, comme le foncteur P est « contravariant », on ne s’at-
tendait pas a autre chose. La fleche P(f) devra donc étre intuitivement comprise comme '« image

réciproque ».

Pour toute application f : X — Y entre ensembles, tout = € X et toute partie BdeY,on a:
z e f74B) si et seulement si f(z)eB

Ceci se généralise de la facon suivante :

EXERCICE 213 Soit f : X — Y une fleche dans un topos. Montrer que :

(Sub(P(f) x 1))(ex) = (Sub(1 x f))(y)

On notera Q2 'objet P(1) d’un topos 7 quelconque. Comme X x 1 est canoniquement isomorphe a
X (proposition 24 (page 103)), on voit que (2 est juste un classifiant du foncteur Sub. C’est pourquoi
on l'appelle le « classifiant du foncteur des sous-objets ». Son élément universel ¢1, qui appartient
donc a Sub(2), est une classe d’équivalence de monomorphismes de cible 2. La bijection (naturelle
en X) Sub(X) — T(X,Q), inverse de 0, sera dans ce cas notée x. Pour tout sous-objet S de X,
la fleche x(S) : X — Q est appelée la «fleche caractéristique » de S. Si le monomorphisme m
représente le sous-objet S, on écrira aussi y,, pour x(5), et le plus souvent on appliquera aux
monomorphismes le vocabulaire normalement réservé aux sous-objets. Par exemple, on pourra
dire qu'un monomorphisme est «inclus » dans un autre, ce qui devra étre compris comme le fait
que le sous-objet représenté par le premier est inclus dans le sous-objet représenté par le second,
ete. ..

La naturalité de x : Sub(X) — 7(X,Q) nous donne pour toute fleche f : X —  le diagramme
commutatif :
Sub(X) —> T(X,Q)

Sub(f)T Tf*

Sub(Q2) —— T(2,9)
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Comme x ! est §, on a Sub(f)(11) = x"'(f), ce qui signifie que les représentants de y'(f) de X
sont exactement les pullbacks le long de f/ des monomorphismes u : ¢ — ) représentant ..

Remarquons aussi que si on a les deux carrés cartésiens :

X ——oeo X ——oeo
Y —=0Q Y —0Q
g h

Alors nécessairement f est un monomorphisme et g = i puisque x '(g) et x~'(h) sont des mono-
morphismes équivalents a f.

PROPOSITION 79 Lélément universel 11 du classifiant Q) du foncteur des sous-objets dans un topos
T est représenté par un unique monomorphisme de source 1.

En effet, soit u : S — £ un monomorphisme représentant I’élément universel ¢;. Il suffit de montrer
que S est isomorphe a I'objet final 1 de 7, car en composant u avec un isomorphisme 1 — S, on
obtiendra un monomorphisme 1 — () représentant le méme sous-objet de Q2 que «. Lunicité d'un
tel monomorphisme résulte immédiatement du fait qu’il n’y a pas d’autre isomorphisme de 1 vers
1 que l'identité.

On doit montrer que S est un objet final, c’est-a-dire que pour tout objet X de 7, il existe une
unique fleche de X vers S. La fleche identité 1 : X — X est un monomorphisme. On a donc le carré

cartésien :
X
.
X

ce qui montre qu’il existe une fleche (f ci-dessus) de X vers S. Soit maintenant g : X — S une
fleche quelconque. Le diagramme suivant est commutatif par construction :

X
X
Il se trouve que c’est un carré cartésien. En effet, soient o : ¥ — Set 3 : Y — X telles que

uoa =wuogo . Comme u est un monomorphisme, ona o = go 3, ce qui fait que 5: ¥ — X est la
seule fleche telleque 1x o 3 =Betgo 8 = a.

f
—

{O<T0}

-
X1x

g
—_—

{O<TCQ

- s
uog

Il en résulte que x1, = u o g, et qu’il existe un isomorphisme ¢ : X — X, tel que 1x oo = 1x et
gop = f,cequidonne p =1x,puisg=f. 1

En résumé :

DEFINITION 69 Dans tout topos T, l'objet P(1) est noté ). Lunique monomorphisme de 1 vers )
représentant ’élément universel 11, sera noté T : 1 — (, et appelé « vrai ».
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On verra plus loin la raison de cette appellation. Pour simplifier I’écriture, la fleche T o () : X — Q
sera notée T quelque soit 'objet X.

Noter que pour toute fleche f: Y — X,ona Tof=T,car Tof=To{)of=To()=T.

EXERCICE 214 Soit T un topos et X un objet de T. Montrer que la bijection :
T(X,Q) —2—~ Sub(X)

envoie la fleche T : X — Q sur le sous-objet plein de X (représenté par le monomorphisme 1x).

EXERCICE 215 Soient A—">B—">X deux monomorphismes composables dans un topos T.
Montrer que Xnom © 1 = Xm.

EXERCICE 216 Montrer que si un topos T a tous les petits produits, alors le foncteur Sub : T~ —
Ens a un adjoint a gauche.

EXERCICE 217 Montrer que toute catégorie qui a des limites finies, des exponentielles et un classi-
fiant du foncteur des sous-objets est un topos.

Une application entre ensembles qui est a la fois injective et surjective est bijective. Par contre,
une fleche d’une catégorie qui est a la fois un monomorphisme et un épimorphisme n’est pas néces-
sairement un isomorphisme. C’est le cas par exemple de I'inclusion de Q dans R dans la catégorie
des espaces topologiques et applications continues (exercice 90 (page 92)). Par contre :

PROPOSITION 80 Dans un topos, toute fleche qui est a la fois un monomorphisme et un épimor-
phisme est un isomorphisme.

En effet, si f : A — B est un monomorphisme, on a xs o f = T. Mais par ailleurs, on a aussi
Tof=T.8Sif estde plus un épimorphisme, on a alors x; = T. Or comme x;, = T, on voit que f
est un monomorphisme équivalent a 1 et donc que f est un isomorphisme. =

On utilisera désormais la notation f' pour y '(f). On utilisera souvent le fait qu’une fleche ¢ :
Y — X sereleve le long de f si et seulement si fop = T.

0

o >

1
Q

Y- X
7 7

ce qui n’est qu'une facon d’exprimer le fait que le carré ci-dessus est cartésien.
On notera que pour tout monomorphisme f dans un topos, on a les équivalences suivantes :

e f a une section,
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e [ est un isomorphisme,
e [ est un épimorphisme,
o xr=1T,
De méme, pour toute fleche g : A — Q, on a les équivalences :
e g=T,
e ¢' est un isomorphisme,
e g' est un épimorphisme,

e ¢' aune section.

4.1.3 Quelques propriétés du foncteur P.

PROPOSITION 81 Pour tout topos T, le foncteur P : T~ — T est fidéle.

Soient f,g : X — Y deux fleches paralleéles, telle que P(f) = P(g) : P(Y) — P(X). Il s’agit de
montrer que f = g. On a le carré commutatif :

T(Y,P(X)) —2> Sub(Y x X)

P(f)*T TSub(le)

T(Y,P(Y)) —— Sub(Y x Y)
et de méme pour g, et avec les mémes fleches 6. Comme ces fleches 6 sont bijectives, on voit que
P(f) = P(g) entraine Sub(l x f) = Sub(1l x g). Par ailleurs, on a le carré cartésien de I'exercice
132 (page 117), qui montre que Sub(1 x f)([A]) = [{f,1)] = [{(g,1)]. On a donc un isomorphisme

p: X — X tel que (f,1) oo = (g,1). En composant a gauche avec m on obtient ¢ = 1y, puis en
composant avec 71 on obtient f = ¢. ®

PROPOSITION 82 Pour tout topos T, le foncteur P : T~ — T reflete les monomorphismes, les épi-
morphismes et les isomorphismes.

Noter que compte tenu de la contravariance de P, les deux premieéres affirmations signifient que
si P(f) est un monomorphisme, alors f est un épimorphisme et que si P(f) est un épimorphisme
alors f est un monomorphisme.

Les deux premiéres affimations résultent de la proposition précédente et de I'exercice 79 (page 89).
En combinant ces deux propriétés et en utilisant la proposition 80 (page 204), on prouve la derniére
affirmation. m

Le produit étant symétrique a isomorphisme naturel pres, on a :
T(Y,P(X)) =~ Sub(Y x X) ~Sub(X xY) ~T(X,P(Y))

C’est pourquoi on dit que P est « auto-adjoint a droite ». Il ne faut pas se laisser abuser par ce
vocabulaire. En effet, P : T~ — T n’est pas adjoint de lui-méme, mais du foncteur « opposé »
P” . T — T Liisomorphisme naturel ci-dessus est d’ailleurs mieux écrit comme ceci :

T (P”(X),Y) ~ T(X,P(Y))
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et c’est effectivement P qui est adjoint & droite de P et non pas I'inverse. D’ailleurs, il est facile
de se convaincre que P commute aux produits (propriété que doit avoir tout adjoint a droite), alors
que ce nest pas le cas de P”". En effet, considérons deux ensembles X et Y. On doit avoir

PX xY)~P(X)xP(Y)

ou il est entendu que le produit du membre de gauche est celui de Ens” et non pas celui de Ens.
Ceci s’écrit donc en réalité :
P(XIIY) ~P(X) x P(Y)

ou II est 'union disjointe (somme) pour les ensembles. C’est un fait bien connu en théorie naive des
ensembles : une partie de 'union disjointe X ITY est faite d’'une partie de X et d’'une partie de Y.
On peut donc l'identifier a un élément de P(X) x P(Y).

Lautre foncteur P”° : 7 — 7~ ne commute pas aux produits en général. En effet, dans le cas des
ensembles :

EXERCICE 218 Montrer que dans le topos des ensembles, il n’existe pas d’isomorphisme : P(X xY) ~
P(X)UP(Y)naturelen X et Y.

~ op op . . N . . N .
De méme, P : 7 — T , comme adjoint a gauche, commute aux sommes, mais cela revient a dire
exactement la méme chose que précédemment.

Comme P : T~ — T préserve les limites, il préserve en particulier les carrés cartésiens, et donc
préserve aussi les monomorphismes d’apres ’exercice 135 (page 118). Cela veut dire qu’il trans-
forme les épimorphismes de 7 en monomorphismes. De méme, il transforme les recouvrements en
séparateurs d’apres I'exercice 154 (page 130).

Comme tout foncteur fidéle reflete les monomorphismes (exercice 79 (page 89)) et plus généra-
lement les séparateurs, on a donc montré que P : 7 — T préserve et reflete les séparateurs,
autrement dit que :

PROPOSITION 83 Dans un topos, une famille de fleches

fi
(Ui—=X )icr

recouvre X si et seulement si la famille (P(X)LLLP(UZ-) )icr sépare P(X). m

4.1.4 Compréhension et appartenance.
Pour tous objets X et Y, on a les bijections suivantes :
T(X xY,Q)~Sub(X xY x1)~Sub(X xY) ~T(X,P(Y))
qui sont naturelles en X et Y. En particulier, pour X = P(Y), on a la bijection naturelle :
T(PY),P(Y)) = T(P(Y)xY,Q)

qui envoie 1p(yy sur une fleche « canonique » P(Y') x Y — €.
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DEFINITION 70 La bijection naturelle :
T(X xY, Q) —=T(X,P(Y))

obtenue en composant les bijections ci-dessus sera noté Xy et appelée « compréhension », et la fleche
canonique de P(Y) x Y vers Q, qui n’est autre que Z;l(lp(y)), sera notée > et appelée « apparte-
nance ». On dira aussi que Xy (f) est la « curryfiée » de f et que [ est la « décurryfiée » de Sy (f).

Dans le cas o X = 1, le composé T (Y, Q)AT(l xY, Q)L’T(l, P(Y)) sera également noté Ly

Bien siir, on a Xy (3) = 1p(y).

Justifions un peu ces dénominations au moins d'une manieére intuitive. Une fleche f de X x Y
vers ) peut étre comprise comme un prédicat sur X x Y, puisque l'objet Q lui-méme peut étre
compris comme '« ensemble des valeurs de vérité ». Une telle fleche correspond donc & un énoncé
ayant deux variables libres z et y représentant respectivement un élément de X et un élément de
Y, donc a quelque chose qu’on pourrait noter f(z,y). Maintenant Xy (f) est une fleche de X vers
P(Y). On peut la comprendre comme une partie de Y paramétrée par la variable x. Dans ce cas
on peut I'écrire {y € Y | f(z,y)}, ce qui justifie 'appellation de « compréhension » pour l'opération
Yy. Quant a I'opération >, elle prend intuitivement deux opérandes appartenant respectivement
aP(Y)etaY, et donne une valeur de vérité. Il s’agit donc d’'un énoncé qui parle d’'une partie B de
Y et d’'un élément y de Y. Cet énoncé est habituellement noté «y € B » (exercice 211 (page 201)), ce
qui justifie son appellation. Il est inutile d’entrer dans plus de détails pour le moment, car toutes
ces «intuitions » prendront un sens précis quand nous disposerons du langage interne.

EXERCICE 219 Montrer que pour toute fleche f : X xY — Q,ona >0 (Xy(f) x 1y) = f, et que pour
toute fleche p : Z — X, ona Sy (f)op = Xy (fo (¢ x 1y)). En déduire que si une fleche ¢ : X — P(Y)
est telle que >0 (¢ x 1y) = f, alors » = Zy (f).

Le lecteur aura remarqué que les opérations Y x et > ont un comportement analogue aux opérations Ax et ev
dans une catégorie cartésienne fermée. On verra plus loin que tout topos a des exponentielles et que X x et >
peuvent alors étre vus comme des cas particuliers de Ax et ev.

EXERCICE 220 Montrer que pour toute fleche f : X — Y dans un topos, on a :

Ex (30 (1 xf)=P():PY)—=PX)

Le foncteur P : 7~° — 7T envoie toute fleche f : X — Y du topos 7 surla fleche P(f) : P(Y) = P(X),
qui est la fleche f~' : P(Y) — P(X) dans le cas du topos des ensembles. On a vu (exercice 24
(page 19)) qu’il existe dans le cas des ensembles, mais aussi dans d’autres cas (proposition 11
(page 59)), des applications «image directe existentielle » et « image directe universelle ». Nous
les construirons plus loin pour tout topos. Pour le moment, nous nous contentons d’un cas par-
ticulier facile a construire, celui de I'image directe existentielle f,, et seulement dans le cas ou
f est un monomorphisme. Cette fleche arrive d’ailleurs en deux versions, une version « externe »
fo : Sub(X) — Sub(Y') et une version «interne » f, : P(X) — P(Y).

Le version externe est obtenue par simple composition. En effet, si m : ¢ — X est un monomor-
phisme, il en est de méme de f om : ¢ — Y, puisqu’on a supposé que f est un monomorphisme.
De plus, pour deux monomorphisme équivalents m et n, les monomorphismes f o m et f on sont
clairement équivalents. On pose donc f,([m]) = [f o m] (ou pour tout monomorphisme m, [m] est
le sous-objet qu’il représente).



208 Chapitre 4. Ensembles.

On a vu également (exercice 26 (page 20)) que les applications image réciproque f~' et image
directe existentielle f, satisfont une relation de commutation, la condition de Beck-Chevalley. Nous
établissons cette propriété pour la situation qui nous occupe ici.

PROPOSITION 84 Dans un topos, soit

g
—_—

<\7>q
N<—N
>

>~<

_—
h
un carré cartésien dans lequel k (et donc aussi f) est un monomorphisme. Alors le diagramme :

Sub(X) <9 gub(z)

I kp

Sub(Y) Sub(T)

Sub(h)

est commutatif:

En effet, partons d’'un sous-objet de Z représenté par le monomorphisme m : ¢ — Z. Dans le
diagramme ci-dessous, les deux carrés sont cartésiens :

o ——>

ﬂig,m/)

bt
|

Y —T
h

[ ]
|

|+
et toutes les fleches verticales sont des monomorphismes. Donc le carré extérieur est cartésien, ce
qui signifie que Sub(h)(k o m) = f o 7\%™ ou encore que Sub(h)(k,(m)) = f,(Sub(g)(m)). m

EXERCICE 221 Montrer que si m : X — Y est un monomorphisme, alors Sub(m) o m, = lgup(x)-

A partir de la version externe de f, on construit la version interne de f, de la facon suivante. Si
f: X — Y est un monomorphisme, il en est de méme de 1 X f: Z x X — Z x Y pour tout objet Z
(exercice 107 (page 103)). On a donc les fleches :

(1% f)y ot
_—

Sub(P(X) x X) Sub(P(X) x Y)

~— T(P(X),P(Y))

Notons ¢ x I'élément universel de Sub(P(X) x X). On pose :

fr=071((1 x f)s(ex))

ce qui donne une fleche f, : P(X) — P(Y).
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PROPOSITION 85 Dans un topos, soit

un carré cartésien dans lequel k (et donc aussi f) est un monomorphisme. Alors le diagramme :

P(9)

P(X) P(Z)
fo k,
PY) <o P(T)

est commutatif.

Les carrés suivants sont cartésiens (exercices 137 (page 118) et 138 (page 118)) :

P(g)x1 1xg
—_—

P(Z) x X PX)xX P2 xX—"5PZ)xZ

1><fi ile 1><fi \lek

P(Z)xY PX)xY P(Z) x Y—h>P(Z) x T

—_—
P(g)x1 1x

On a donc d’apres la proposition 84 (page 208) le diagramme commutatif :

Sub(P(g)x1) Sub(lxg)

Sub(P(X) x X) —2 PN gub(P(Z) x X) <207 Sub(P(Z) x
(IXf)b\L \L(le)b (1xk)y
Sub X ) Sub(P(g)x1) SubPlo)x) o P(Z Sub(1xh) Sub P(Z
P(X),PY P(Z),P(Y P(Z),P(T
WP =g TP, PO) <5 —— T(P(2)

En suivant les parcours de 1x € Sub(P(X) x X) et 1z € Sub(P(Z) x Z), et en tenant compte de
Pexercice 213 (page 202), on voit que :

P(9)*(fy) = P(h)«(ky)

c’est-a-dire f, o P(g) =P(h)ok,.m

PROPOSITION 86 Si f : X — Y est un monomorphisme, alors f, : P(X) — P(Y) admet P(f) :
P(Y) — P(X) comme rétraction. En particulier, f, est un monomorphisme.

En effet, le carré de I'exercice 135 (page 118) est cartésien. Il résulte donc de la proposition précé-
dente que P(f) o f, = 1p(x). W
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4.1.5 Recouvrements.

Une fleche f : X — Y est un épimorphisme si elle a une certaine propriété vis-a-vis de toute
paire de fleches paralleles o, 3 : Y — Z pour tout objet Z. Dans un topos, il suffit qu’elle ait cette
propriété pour Z = .

PROPOSITION 87 Dans un topos, pour qu’une fleche f : X — Y soit un épimorphisme, il suffit que
pour toutes fleches o, 3 : Y — Q, l’égalité o f = o f entraine o = f.

Bien siir, la condition est aussi nécessaire. Supposons que pour toutes fleches o, 5 : Y — Q, I'égalité
ao f = fo f entraine a = S, et soient u,v : ¥ — Z deux fleches dont la cible Z est un objet
quelconque, et telles que uo f =wvo f. On a alors <o (u,v)o f=T.

x— I Ly M gz = g
T

c’est-a-dire, <o (u,v) o f = T o f. Notre hypothése donne donc =< o (u,v) = T, ou encore u = v, et f
est un épimorphisme. B

Lexercice suivant généralise cette proposition :

EXERCICE 222 Montrer que dans un topos, pour que la famille

fi
(Ui—=X )icr

recouvre X il suffit que pour toutes fleches p,v : X — Q telles que p o f; = o f;, pour tout i € I, on
ait p = .

PROPOSITION 88 Si dans un topos T la famille (UiLX),»eI est un recouvrement de X, et si Z

est un objet de T, la famille :
(Ui x 2225 X % Z)ier

est un recouvrement de X x Z, de méme que la famille (1 X f;);cr est un recouvrement de Z x X.

En effet, supposons (exercice 222) que p,v : X x Z — Q soient des fleches paralleéles, telles que
pour tout i € I, on ait p o (f; x 1) =1 o (f; x 1). On a alors successivement :

Yz(po(fix1)) = Xz(@o(fix1))
Yz(p)ofi = Xz()o fi

Yz(p) = Xz(¥)
(car les f; recouvrent A)
p = .1

PROPOSITION 89 Dans un topos, soit f : X — Y un monomorphisme, et (VZ-LY)Z-GI un recou-
(f.94)

vrement de Y. Alors le pullback (U;—X );cr de ce recouvrement le long de f est un recouvrement

de X.
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Supposons donc que f soit un monomorphisme, et considérons le carré cartésien :

l;

U;

ﬂ§fyq)J/ gi
X

- Y

f

Vi

D’apres la proposition 85 (page 209), on a P(g;)o f, = (I;), © P(ﬂf ’g"')). Or f, est un monomorphisme
(proposition 86 (page 209)) et la famille des P(g;) sépare P(Y). Il en résulte que la famille des
P(g;)o f, sépare P(X) et qu’il en est donc de méme de la famille des P(Tr%’f’g"')). La famille des 7r§f"(“)
recouvre donc X par la proposition 83 (page 206). m

PROPOSITION 90 Dans un topos, tout pullback d’un recouvrement est un recouvrement, et en parti-
culier, tout pullback d’un épimorphisme est un épimorphisme.

Soit f : X — Y une fleche quelconque et (g; : V; = Y);c; un recouvrement de Y. On peut considérer
le diagramme suivant, dont les deux carrés sont cartésiens :

T2

U, X xV Vi
ﬂiu,f).lxgi) 1xg; 9i
XxY Y
(1,£) 2

D’apres la proposition 88 (page 210), la famille des 1 x g; recouvre X x Y. Comme (1, f) est un
monomorphisme, il résulte de la proposition 89 (page 210) que la famille des 7r§<1’f 11390 pecouvre
X.n

4.1.6 L’égalité interne.

Soit 7 un topos et X un objet de 7. La «diagonale » de X :

X—2 o xxX

définie par A = (1x, 1x), est un monomorphisme, puisque 7 0 A = 1x. Comme sous-objet de X x X,
la fleche A doit étre intuitivement comprise comme I'ensemble des paires de la forme (z, z) pour x
dans X, ou encore comme ’ensemble des paires (z,y) de X x X telles que =z = y. A caractérise donc
I’égalité entre éléments de X. Précisément, A a une fleche caractéristique ya rendant cartésien le
diagramme suivant :

X 1
Ai |
X x X ——=0

XA

La fleche ya : X x X — Q est appelée « égalité interne ». On l'appelle «interne », car c’est un
prédicat interne sur X x X. Il ne s’agit pas de la relation binaire d’égalité qui est définie sur les
fleches (de méme source et de méme cible) du topos 7 (et qu'on appelle « égalité externe »). L'égalité
interne sera notée =< : X x X — Q.
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EXERCICE 223 Deux fleches paralléles f,g : X — Y d’un topos T sont égales si et seulement si
=o(f,g)=T.

En d’autres termes, ’égalité interne est « équivalente » a I'égalité externe. Pour simplifier ’écriture,
la fleche <o (f,g) : X — Q ci-dessus sera notée f =< g (et non pas f = g, pour éviter toute confusion
entre égalité interne et égalité externe).

x99 vy = g

f=g
DEFINITION 71 Pour tout objet X dans un topos, on pose :
g = Ex( X)

La fleche o0 : X — P(X) est appelée « fleche singleton ».

Dans le cas du topos des ensembles, c’est la fleche qui envoie « € X sur {y € X | z = y}, c’est-a-dire
sur le singleton {z}.

EXERCICE 224 Soit X un objet du topos T. Montrer que si les deux fleches :

T2
XxQT T30
T

sont égales, alors X est un objet initial dans T.

EXERCICE 225 Soient deux fleches f,g : X — Q. Montrer que f et g sont égales si et seulement si
pour toute fleche ¢ : Y — X, fop =T est équivalent a gop = T.

EXERCICE 226 Montrer que pour toutes fleches f,g: X — Y et ¢ : Z — X, d’un topos T, on a :

(f <g)op=(fop) <(g90¢)
Il est généralement équivalent d’affirmer une chose et d’affirmer que cette chose est vraie. Par
exemple, les deux phrases «II fait beau. » et « Il est vrai qu’il fait beau. » ont essentiellement le

méme sens dans la vie courante. Ceci est vrai dans tout topos :

EXERCICE 227 Montrer que dans tout topos, pour toute fleche f : X — Q,ona f=(f < T).
EXERCICE 228 Montrer que pour tout objet X dans un topos, o : X — P(X) est un monomorphisme.

EXERCICE 229 Montrer qu’une fleche f : X — Y dans un topos est un monomorphisme si et seule-
ment st :

Yx(=xo(fxf)=0o

ou de maniere équivalente <o (f x f) = =
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DEFINITION 72 Pour toute fleche f : X — Y dans un topos, on note f ' : Y — P(X) la fleche définie
par:
fh=3x(=o(f x 1y))

EXERCICE 230 Soit f : X — Y dans un topos. Montrer que f ' o f = 0 : X — P(X) si et seulement
si f est un monomorphisme.

EXERCICE 231 Soient f : X - Z,g:Y — Zet h: X — Y dans un topos. Montrer que
(hegtof)=(f =(goh)

Noter qu’ensemblistement, ceci signifie que pour tout = € X, h(z) € g~ ' (f(x)) est équivalent a f(z) = g(h(x)).

EXERCICE 232 Soient deux fleches f : X — Y et g : Y — X dans un topos. Montrer que g est
Uinverse de f si et seulement si <o (f x 1ly) = <o (1x X g).

4.1.7 Quelques opérations «internes ».

Une conjonction F A F' de deux énoncés est vraie si et seulement si les énoncés F et F sont tous les
deux vrais. Limplication F = F est vraie si et seulement si les énoncés F et EAF sont équivalents.
Ces rappels nous conduisent a la définition suivante :

DEFINITION 73 Dans un topos T, la « conjonction interne » :
Qx0—L50

est la fleche caractéristique x (T 1y de (T, T) : 1 — Q x Q. L«implication interne » :
OxOQ——2=0Q

est la fleche < o (71, N\).

Comme pour I’égalité interne, on pose f Ag = Ao (f,g) et f = g = = o (f,g) pour toutes fleches
fr9:Z — Q. 1l est immédiat que (f Ag)op = (fop)A(gop)etque (f=g)op=(fop)= (go¢p).

PROPOSITION 91 Dans un topos, soient deux fleches f,q: Z — Q.
e Ona fAg=Tsietseulementsi f=Tetg=T.
e Ona f = g =T si et seulement si go o = T pour toute fleche ¢ telle que fop =T.

fAg=T est équivalent a dire que (f, g) se releve le long de (T, T) donc équivalent a dire que f =T
etg=T.

Supposons que f = g =T etque fop =T.Alors f < (f Ag) = T, autrement-dit f = f A g, donc
T = fop = (fop)A(goyp), dot1 gop = T. Réciproquement, pour montrer que f = g = f =< (fAg) =T,
il suffit de montrer que f = f A g, et pour cela il suffit d’apres I'exercice 225 (page 212) de montrer
que fop =T est équivalent a (f o) A (go ) =T, ce qui est immédiat d’aprés I’hypothése. m

Lénoncé V,cx E est vrai si et seulement si I'ensemble {x € X | E} est la partie pleine de X,
c’est-a-dire {z € X | T}. On pose donc la définition suivante :
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DEFINITION 74 Soit f : A x X — Q une fleche dans un topos. La fleche Vx(f) : A — Q est définie
par:
Vx(f) =2x(f) = Ex(T)

Il est immédiat que Vx (f) o o = Vx(f o (¢ x 1)).

PROPOSITION 92 Dans un topos, pour toute fleche f : Ax X — Q, ona f = T si et seulement si
Vx(f)=T.

f =T est équivalent a ¥ x(f) = Xx(T), qui est équivalent aVx(f)=T.m

Si A et B sont deux parties d'un ensemble X, on note A C B I'énoncé V,cx = € A = z € B. Ceci
nous conduit a la définition suivante :

DEFINITION 75 Soient les fleches f,g : Z — P(X) dans un topos. On définit la fleche f C g: Z — Q
par la formule :
fCg=Vx(30o(fx1x)=30(gx1x))

Noter que >0 (f x 1) est le composé Z x X%—P(X) X Xi—ﬁ, dont la signification intuitive est x € f(z)

(pour z € Z et z € X), donc que la fleche S0 (f x1) = 20 (g x 1) : Z x X — Q signifie intuitivement
z € f(z) = z € g(z). Lopération Vx fait tomber le facteur X et on se retrouve avec une fleche de Z vers Q
dont la signification intuitive est f(z) C g(z) (pour z € Z).

EXERCICE 233 Soit les fleches f : X — A, g:Y — Aetu: X xY — Q dans un topos. Montrer que :
Yy(u) Cgtof=Vy(u= (=xo(fxg))

PROPOSITION 93 Soient les fleches f,g : Z — P(X) dans un topos. On a f C g = T si et seulement
si pour toutes fleches ¢ : Y — Zet .Y — X tellesque (fop)d¢=T,ona (goyp) 39 =T.

C’est une conséquence immédiate des propositions précédentes. B

Lénoncé J!,cx F est vrai si et seulement si 'ensemble {x € X | E} est un singleton. Ceci nous

conduit a poser la définition suivante :

DEFINITION 76 Dans un topos, soit une fleche f : A x X — Q. On définit la fleche A x(f) : A — Q
par la formule :

Ax(f) = X0 0 Ex (f)

Il est immédiat que 3! x (f) o o = I x(f o (p x 1x)).

PROPOSITION 94 Une fleche f : X — Y dans un topos est un isomorphisme si et seulement si :
Ax(=o(ly x f))=T

Ensemblistement, le composé <o (1y X f) : Y x X — Q est le prédicat y = f(z) (pour x € X et y € Y). En
conséquence, le prédicat 3!'x (<o (1y x f)) : Y — Q est vrai sur un élément y € Y si cet élément a un unique
antécédent par f. Légalité 3!x (<o (1y x f)) = T dit que ceci est vrai pour tousles y € Y.
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Supposons d’abord que f ait un inverseg:Y — X.On a:

Ax(=xo(ly X f)) = xooXx(xo(ly xf))

Xo 0 Xx(=<o(gx1ly)) (exercice 232 (page 213))
= Xo©0O0Og

= T

Réciproquement, supposons que 3!y (<o (ly x f)) = T, cest-a-dire que x, o Xx(=<o (ly x f)) =T.
Alors la fleche X x (= o (1y x f)) se reléve le long de o en une fleche g : ¥ — X, etonacog =
Yx(=xo(ly x f)),ouencore Xx(=<o(g x1x)) =Ex(=xo(ly x f)). Lexercice 232 montre alors que
g est I'inverse de f. ®

La proposition suivante est appelée « principe de description ».

PROPOSITION 95 Soit f: X x Y — Q une fleche dans un topos, telle que 3y (f) = T. Alors, il existe
une unique fleche ¢ : X — Y telle que fo(1,p) = T. De plus cette fleche v est telle que c o = Ly (f).

x M xay

\lf

Q

Intuitivement, f représente un sous-ensemble de X x Y, et I’énoncé 3!y (f) dit que ce sous-ensemble est
un graphe fonctionnel. Remarquer que 3!y (f) est une fleche de X vers Q. Qu’elle soit égale a T dit donc
intuitivement que pour tout = € X, il existe un unique y € Y tel que f(z,y). Autrement-dit, il y a une fonction
unique ¢ : X — Y telle que f(z, ¢(x)) pour tout z € X. Le principe de description donne cette fonction sous
forme d’une fleche de 7.

Lhypothese, qui s’écrit x, o Xy (f) = T, nous dit que Xy (f) se reléve le long de o en une fleche

p: X —=>Y:
Y
Tk

X = P(Y) ——= 0

Ey (f)

De 0 o ¢ = Ty (f) on déduit <o (p x 1) = f, puis en composant a droite avec (1, ), on obtient
T=x=0(pp)=fo(l,p)

Supposons maintenant qu’il y ait une autre fleche ¢ : X — Y telle que fo(l,¢) = T.De =<o(px1) =
f, on déduit en composant a droite par (1,v) que <o (p,9) = T, donc que p = ). A

PROPOSITION 96 Tout topos a des exponentielles.

La démonstration repose sur I'idée ensembliste suivante. Lensemble Y~ des fonctions de X vers Y, peut étre
construit comme un sous-ensemble de P(X X Y), précisément comme I'ensemble des parties de X x Y qui
sont des « graphes fonctionnels ». La premieére chose a faire est donc de construire le prédicat P(X x Y) — Q
qui dit qu'une partie A de X x Y est un graphe fonctionnel. C’est un énoncé qu’'on écrit habituellement
Veex Jlyey (x,y) € A. Il s’agit donc avant tout de représenter par une fleche I'énoncé (z,y) € A. Comme
AeP(XxY),z € XetyeY,il doit s’agir d’'une fleche (P(X xY) x X) x Y — Q. C’est bien siir le composé :

(m1omy,(m20my,m2))

(P(X xY) x X)xY PXXY) X (X XY) —2>Q

Remarquer que cette facon d’associer les facteurs du produit a la source de la fleche canonique 7 = (m o
w1, (T2 01, m2)) est imposée par la nécessité d’appliquer successivement les opérations 3!y et Vx. L'énoncé qui
nous intéresse est donc représenté par la fleche f =Vx(3ly(207)) : P(X X Y) — Q.
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D’une manieére générale, notons 7: (X xY) x Z — X x (Y x Z) la fleche canonique, quels que soient les objets
X, YetZ Sif:X—>X',9g:Y Y eth:Z— Z sont des fleches quelconques, il est facile de vérifier qu'on
aTo((fxg)xh)=(fx(gxh))or.Nous passons maintenant a la démonstration de la proposition.

On pose donc f = Vx(3!y (3 o 7)). On note Y l'objet source de f ', et on a le carré cartésien :

yX ——=1

- |

P(X xY) —=Q

Légalité Vx(3ly (3 07)) o fT = T peut se réécrire Iy (307) o (f' x 1x) = T, ou encore Iy (3070
((f" x 1x) x 1y)), et le principe de description (proposition 95 (page 215)) montre qu’il existe une
unique fleche ev : Y¥ x X — Y telleque 3070 ((f7 x 1x) x 1y) o (lyxy x,ev) = T, cest-a-dire
telleque So7o (f' x1x,ev)=Tetonacoev="y(So71o((f x1lx)xly)).

Donnons-nous maintenant une fleche ¢ : Z x X — Y. Il s’agit de montrer qu’il existe une unique
fleche ¢ : Z — Y telle que ev o (¢ x 1x) = 1. Considérons la fleche 1 : Z — P(X x Y), définie par
w=Yxxy(=o (W x1ly) 0771).

Ensemblistement, la fleche <o (¢ x 1y) o 77!, qui est le composé :

Pxly =

Zx (X XY) 2 (Zx X)X Y Y xY

Q

est le prédicat (z, (z,y)) — ¥(z,2) = y. La fleche p : Z — P(X x Y) est donc l'application z — {(z,y) €
X XY | ¥(z,z) =y}, cest-a-dire celle qui envoie z sur le graphe de la fonction © — ¢(z, x).

Ona:

fop = Vx@y(307))on

= Vx(dly(3o7o((nx1x) X 1y)))
Vx(3ly(do0 (X lxxy)oT))
Pour montrer que f o ;= T il suffit donc de montrer que 3!y (3 0 (u X 1xxy) o7) = T. Remarquons
d’abord qu’on a I'égalité > o (u x 1xxy) = <o (¢ x ly) o 7! qui résulte immédiatement de la
définition de p et de I'exercice 219 (page 207). On a donc :
y(co(uxlxxy)or) = 3ly(xo(W xly))

Xo 000
= T

On voit donc que p se releve le long de f ' en une fleche ¢ :

YX
¢
S
7= P(X xY) Q0

Il reste & vérifier que la fleche ¢ : Z — Y ainsi obtenue est I'unique fleche telle que evo(¢x1x) = 1.
Cette égalité entraine I'égalité oot = coevo({ x 1x), qui est équivalente a chacune des suivantes :

cotp = Zy(SoTo((fTXIX)le))o(CXIX)
Yy(=o(@x1ly)) = Sy(3oro(((fMo¢) x1x) x 1y))
=<o(¢px1ly) = 90((]”—r ()X 1lxxy)orT
=o(pxly)or™t = 30((fT0¢) x1xxy)
po= flog

(¢]
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la derniere égalité étant obtenue en appliquant X x .y aux deux membres de 1’égalité précédente.
Comme ( est telle que 1= f' o, on voit que c o) = g oevo (¢ x 1x), donc que 1) = ev o (¢ x 1x),
puisque o est un monomorphisme (exercice 228 (page 212)). Si une autre fleche ¢’ est telle que

evo(¢('x1lx)=1t,onaf ol=pu=f"o¢, donc¢=(,puisque f' est un monomorphisme. m

4.1.8 Topos relatifs.

PROPOSITION 97 Soit T un topos et A un objet de T. La catégorie relative T /A a un classifiant du
foncteur des sous-objets.

Rappelons qu'un objet (f)x de 7 /A, c’est-a-dire une fleche f : X — A, peut étre intuitivement vu comme un
«ensemble » dépendant d’un «élément » de A, précisément comme I'ensemble f ™' (a), c’est-a-dire la «fibre » de
f au dessus de a. Prendre un sous-ensemble de cet « ensemble variable » consiste tout simplement a prendre
un sous-ensemble dans chacun des f~'(a). Mais ceci est clairement la méme chose que de prendre un sous-
ensemble de X. C’est cette idée qui est sous-jacente a la preuve ci-dessous.

On sait que pour tout objet (f)x de 7 /A, les ensembles Sub({f)x) et Sub(X) sont égaux, et que
pour toute fleche ¢ : (f o )y — (f)x les fleches Sub(y) : Sub({f)x) — Sub((f o ¢)y) et Sub(y) :

Sub(X) — Sub(Y) sont égales. Rappelons par ailleurs que le foncteur d’oubli U : 7/A — T a un
adjoint a droite P (proposition 58 (page 169)). On a donc les bijections suivantes :

(T/A((f)x, P(Q)) = T(X,Q) ~ Sub(X) = Sub((f) x)

et la bijection (7 /A)((f)x, P(2)) ~ Sub({f)x) ainsi obtenue est naturelle en (f)x.®
PROPOSITION 98 Soit T un topos et A un objet de T. La catégorie relative T /A est un topos.

On sait par I'exercice 190 (page 169) et la proposition 61 (page 172) que 7 /A a un objet final et des
produits fibrés, donc toutes les limites finies. Soit (¢)y un objet de 7/A. Il s’agit de montrer que le
foncteur (f)x — Sub({(f)x x (g9)y) est représentable. On en construit un classifiant (¢))r, comme
suit. Rappelons qu’on a une fleche ¢! : A — P(Y), définie par g~ = Xy (<o (1 x g)) (définition 72
(page 213)). On consideére le diagramme suivant dans lequel les deux carrés sont cartésiens :

r . 1
\L(Pﬂl}) i l'l’
PY)x A - PY)xPY) c Q

ce qui définit 'objet (¢)r. Noter qu'on a C o (1p(y) x g YHolp,¥)=T,cest-a-dire p C gl oyp = T.
Ensemblistement, on pense a P(Y) x A comme a 'ensemble des couples (S, a) formés d’'une partie S de Y et
d’un élément a de A. Le prédicat Co (1p(y) x gfl) est celui qui teste si S est inclus dans la fibre de g au dessus
de a. ' est donc ’ensemble des couples (S, a) tels que S C gil(a). C’est la projection canonique (S,a) — a
sur A (cest-a-dire la fleche ) qui est l'objet de 7 /A qui joue le réle de P({g)y). En effet, intuitivement, il
s’agit d’avoir pour chaque a € A, ’ensemble des parties de la valeur en a de 'ensemble variable g, c’est-a-dire
'ensemble des parties de g~ ' (a).

On doit maintenant construire une bijection naturelle en (f)x :

(T/A){(f)x, (#)r) —2= Sub((f)x x {9)y)
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Soit ¢ : (f)x — (¥)r une fleche quelconque. ¢ est alors aussi une fleche de X vers I" dans 7, et on a
donc la fleche pop : X — P(Y), dont la décurryfiée So((poyp)x1) : X xY — Q définit un sous-objet de
X XY représenté par un monomorphisme (A1, A2) : K - X XY, etona>o((pop)x1)o(A,Ao) =T,
cest-a-dire Ao € popor; =T.

Comme p C g toyp = Vy(20(px1ly) = 20 ((g7! o9) x 1y)) (definition 75 (page 214)), on a
successivement :

So(pxly)=30((g ' o9) x1y) T
A €popor)=(Nac€glogpopor) = T (en composant avec (o o A1, \2))
dp€glopopor = T
Mo€glofor = T
foAl Xgody = T (exercice 231 (page 213))

fod = gok

Posons (h)z = (f)x % (g9)y. De ce qui précede, il résulte qu’il existe une unique fleche ¢ : K — Z
telle que my o = A et My 0 ( = Ao

K A1
m
ra iﬂNif

Y —A

g

Il résulte du fait que (A1, A2) est un monomorphisme qu’il en est de méme de (, qui représente donc
un sous objet de (h)z, c’est-a-dire de (f)x x (g9)y. On pose donc 6(¢) = [¢] € Sub({f)x % (g)y). Il
reste a vérifier que 6 est naturelle en (f) x et bijective.

Commencons par la naturalité. Soit [7] : (f o 7)x» — (f)x une fleche de 7 /A, c’est-a-dire que 7 est
juste une fleche de X’ vers X. Il s’agit de montrer que 0(p o 7) = Sub([7] x 1)(0(¢)). On va utiliser
le diagramme suivant dans lequel les deux carrés de droite sont cartésiens :

K/L>Z/L>X/
K T lr
\

K*<> Mo x

Z

ﬂ‘Qi f
Y——=A
g

Remarquer que 7 est I'image de la fleche [r] x 1(y, par le foncteur d’oubli U : 7/A — 7. Soit
¢’ : K' — Z' un monomorphisme représentant 0(y o 7). Il est caractérisé par m; o ¢’ = \] et
ma 0o h o (" = A}, ott le monomorphisme (A}, \,) : K" — X’ x Y a pour fleche caractéristique la fleche
So((popor)x1): X' xY — Q.

Il y a donc juste a trouver la fleche « (en pointillés ci-dessus) rendant cartésien le carré de gauche.
Commencons par montrer que 7, o ¢’ se reléve le long de ¢. Pour cela, il suffit de montrer que
So((pop)x1)o{m,m)omyol =T.0na:

So(popomomyol,momo(’)
90<pogpo7’o)\/1,)\/2>
So((popor)x1)o(A,As)

= T

So((poyp) x1)o(m,m)omyol
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On a donc la fleche « (d’ailleurs unique puisque ¢ est un monomorphisme) rendant commutatif le
carré de gauche du diagramme précédent. Pour voir que ce carré est cartésien, donnons-nous deux
flechesu: B — Z' etv: B — K, telleque thou=Cowv.Ona:

So((popor)x1)o(m,momy)ou = So(popoTom ou,molouv)
So(pogpom omyou,molouv)
So(popomolov,mo(ov)
So((poy)x1)o (A, A)ow
= T

ce qui montre que u se reléve en une fleche p: B — K’ lelong de ¢'. On a alors (oxkopu = mho('op =
mhou = (ow, ce qui donne ko ;1 = v puisque ¢ est un monomorphisme. L'unicité de p résulte du fait
que ¢’ est un monomorphisme.

Pour terminer, nous montrons que # est une bijection. Se donner une fleche ¢ : (f)x — (¥)r est
équivalent a se donner une fleche ¢ : X — T telle que ¢ o p = f. Ceci est équivalent a se donner
une fleche ¢’ : X — P(Y) telle que C o (1 x g~*) o (¢/, f) = T, condition qui peut encore s’écrire
¢ C g7lof =T, ce qui, d’apres 'exercice 233 (page 214), est équivalent a E;l(ap’) = xo(fxg)=T.
Mais cette derniere égalité signifie que le sous-objet de X x Y de fleche caractéristique 2;1 () est
inclus dans Z. Or, ce sous-objet est précisément 0(p). On a donc les bijections suivantes :

(T/A)({(f)x. (¥)r) {¢: X=>PY) | Cglof=T}
{p/ X xY =5Q|¢"= xo(fxg) =T}
Sub(2)

Sub({(f)x % (g)v)

et la composition de ces bijections est 0 : (7/A4)({f)x, (¥)r) — Sub({f)x X (g)y). W

R1RIRR

4.2 Le langage interne.

Lexistence d’'un classifiant du foncteur des sous-objets permet de nombreux developpements, et en
particulier, chaque topos contient sa propre logique. Ceci signifie que la notion d’énoncé et tous les
outils qui 'accompagnent, c’est-a-dire essentiellement les connecteurs logiques, sont déja présents
dans tout topos. Tout topos contient des fleches qui représentent des énoncés mathématiques, et
tous les connecteurs logiques A, V, =, —, V, 3, opérent sur ces fleches. Notre premiére tiche est de
mettre en place le langage « de haut niveau » qui va nous permettre de manipuler aisément ces
fleches. Il s’agit du «langage interne », ou «langage de Bénabou-Mitchell ». Nous introduisons ce
langage progressivement, et formalisons complétement la description de sa sémantique. Cette sé-
mantique est en fait un programme, qu’on peut appeler « compilateur », qui traduit les expressions
du langage interne en expressions du langage, que nous appelerons «langage machine », que nous
avons introduit jusqu’ici pour parler des fleches d’'une catégorie et donc d’'un topos en particulier.

4.2.1 Prédicats internes.

La correspondance biunivoque entre sous-objets d'un objet X et fleches de X vers 2, qui est une
propriété de tout topos, est une généralisation de la correspondance bien connue en théorie des
ensembles entre les sous-ensembles d’'un ensemble X et leurs applications caractéristiques (de X
vers 'ensemble des booléens {T, L}). On doit donc comprendre {2 comme un «objet des valeurs de
vérité », et les fleches d’un objet X vers Q2 comme des « prédicats » sur X. On pourra les appeler des
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« prédicats internes », car ils s’« appliquent » aux hypothétiques « éléments internes » de X, et non
pas a des objets ou des fleches du topos 7.

La fleche T : 1 — Q représente la valeur de vérité « vrai ». Pour nous en convaincre, réexaminons
le cas du topos des ensembles. Dans ce topos, n'importe quel ensemble a deux éléments distincts,
disons pour fixer les idées V' = {T, L}, est un classifiant du foncteur des sous-objets, avec n’importe
laquelle des deux applications 1 — V (disons celle qui envoie * sur T) comme élément universel.
En effet, un sous-objet d'un ensemble X s’identifie dans ce cas a un sous-ensemble de X (section
2.1.10 (page 92)). Le foncteur des sous-objets est donc tout simplement le foncteur « ensemble des
parties », qui associe a chaque ensemble X son ensemble de parties P(X), et a chaque application
f: X — Y, lapplication «image réciproque » f~' : P(Y') — P(X). La bijection naturelle en X :

P(X) ——> Ens(X,V)
envoie une partie A de X sur son « application caractéristique » y(A) définie par :

@ ={ | s

Lapplication caractéristique y(A) doit étre vue comme le prédicat sur X, qui associe a chaque
élément x de X la valeur de vérité de I’énoncé = € A, c’est-a-dire T si x est dans A et | si x n’est
pas dans A. On doit donc interpréter 'élément T de V' comme «vrai » et 'élément | de V' comme
«faux ». Lélément universel du classifiant du foncteur des sous-objets représente donc la valeur de
vérité « vrai ».

On peut se demander pourquoi la définition de 'objet Q2 ne fournit que la valeur « vrai» et non
pas les valeurs « vrai » et « faux », ou méme plus de valeurs si la logique de notre topos n’est pas
classique. Cela tient au fait qu'on peut retrouver le sous-objet A de X a partir de sa fleche carac-
téristique en n’utilisant que la valeur «vrai ». En effet, dans le cas du topos des ensembles, on
a:

A=x(A){TY

Dans le cas d’un topos quelconque, on obtient de méme un monomorphisme représentant le sous-
objet A de fleche caractéristique x(A) comme le pullback de T le long de x(A). Seul 'élément global
T dans Q2 est donc utile pour retrouver un sous-objet a partir de sa fleche caractéristique.

La définition de I'objet 2 des valeurs de vérité n'impose donc pas qu’il n’y ait que deux valeurs de
vérité, et de fait, on peut construire des topos avec un nombre quelconque de valeurs de vérité, y
compris une infinité.

Il n’en reste pas moins vrai qu’il doit y avoir un élément global de 2 digne de s’appeler « faux »,
et ceci pour tout topos. Il existe en effet, et il s’agit d'un énoncé qui dit exactement la méme chose
que la phrase « tous les énoncés sont vrais », énoncé qui entraine bien siir tout autre énoncé, et qui
doit donc représenter « faux », puisqu’entrainer tout énoncé est la principale des caractéristiques
de «faux ». Bien siir, la fleche « faux » peut éventuellement étre la méme que la fleche « vrai ». C’est
le cas quand le topos est dégénéré (définition 68 (page 201)).

DEFINITION 77 Soit f : X — Q une fleche de cible Q) du topos T (c’est-a-dire un prédicat interne).
On dit que f est «vraie » si f est égale a T.
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4.2.2 Eléments généralisés.

Les objets d’'un topos quelconque ne sont pas nécessairement des ensembles, et il se peut que la
notion d’« élément » n’ait aucun sens pour eux. On peut noter toutefois que dans le cas du topos
des ensembles, les éléments d'un ensemble X sont en bijection canonique avec les applications de
1 vers X. Ceci a pour conséquence que si Ens(1, X) est en bijection avec Ens(1,Y), alors il y a une
bijection entre X et Y, c’est-a-dire que X et Y sont isomorphes. Ceci est loin d’étre le cas dans tous
les topos. Par exemple, si G est un groupe non trivial, il n’y a dans le topos des G-ensembles aucune
fleche (application G-équivariante) de 1 (un singleton dont I'unique élément est fixe sous l'action
de G) vers G (G agissant sur lui-méme par translation) ni aucune fleéche de 1 vers (. Pourtant, G
n’est pas isomorphe a (.

La tentation de définir un « élément » dans un objet X d’un topos quelconque comme une fleche de
1 vers X est donc réfrénée par ces constatations. En fait, on voit que 'objet 1 ne joue pas en général
de réle préférentiel.(®) On est donc amené a définir la notion d’« élément généralisé d’'un objet X »
comme une fleche U — X, ou U est un objet quelconque. S’il est nécessaire de faire mention de
Pobjet U, on dira quune fleche U — X est un « élément généralisé de X du point de vue de U ».

Il y a bien siir un élément généralisé de X du point de vue de X qui se distingue. C’est la fleche
identité 1 : X — X qu'on peut appeler '« élément générique » de X. Noter que cet élément gé-
nérique existe pour tout objet, c’est-a-dire méme pour un objet initial, qui dans le cas du topos
des ensembles est ’ensemble vide. Ceci n’est pas contradictoire, car dire que ’ensemble vide a
un élément générique est comme dire que 'ensemble vide a un élément quand on suppose qu’il a
un élément. Il y a d’autres éléments généralisés qui vont jouer un réle important dans ce qui va
suivre. Ce sont les fleches qui sont des compositions de projections canoniques de produits. Nous
allons voir plus loin que toutes ces fleches, identités et compositions de projections peuvent étre re-
présentées par des « variables ». Ces variables vont nous donner I'impression que nos objets ont des
éléments, et donc nous donner la possibilité de raisonner dans tout topos comme si on manipulait
des ensembles et leurs éléments. Toutefois, on ne pourra pas toujours utiliser la logique classique.
On verra que la logique structurelle définie au chapitre 1 est par contre toujours valable quelque
soit le topos utilisé.

Les éléments généralisés de X du point de vue de 1 sont appelés des éléments « globaux » de X.
Cette dénomination vient des topos de faisceaux d’ensembles sur un espace topologique X. Dans
un tel topos, une fleche de 1 vers un faisceau £ n’est rien d’autre qu'une « section globale » de la
projection de ’espace étalé associé a &, c’est-a-dire une section définie sur X tout entier.

Cette histoire d’éléments généralisés n’est rien d’autre qu'un changement de vocabulaire. Toute-
fois, il va nous mener non seulement a des simplifications d’écriture, mais aussi a une meilleure
compréhension intuitive des propriétés des topos. Il est trés utile de pouvoir penser aux fleches
d’un topos comme a des éléments généralisés.

4.2.3 Variables.

Le langage alternatif que nous allons décrire a partir de maintenant pour représenter les objets
et les fleches d’'un topos 7 s’appelle le «langage interne du topos 7 ». Dans cette section, nous
n’introduisons que la notion de variable. Les autres concepts du langage interne seront introduits

3. Dans certains topos, il existe des familles d’objets qui jouent un rdle préférentiel analogue a celui qui est joué par 1
dans Ens. C’est le cas des topos de préfaisceaux d’ensembles (section 5.1 (page 273)), dans lesquels ce rdle est joué par les
préfaisceaux « standard ».
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plus loin.

Commencons par un exemple. Supposons qu’on ait un produit de quatre objets X x Y x Z x T, ou il
est entendu que le signe x s’associe a gauche, c’est-a-dire que ce produit est en fait (X xY)x Z)xT.
Si on veut « extraire la composante » du facteur Y, on écrira la fleche :

O] 07

(X xY)xZ)xT Y

qui est la composée des fleches :

(XxY)XxZ)xT (X xY)XZ—">XxY ->Y
Des situations comme celle-ci se présenteront extrémement souvent, et on risque de se retrouver
avec des cascades de projections dont I'interprétation sera pénible.

Pour simplifier cela, on commence par attacher un nom, qu’on appelle « variable » (ou « symbole »),
a chaque facteur du produit. Au lieu d’écrire X x Y x Z x T, on écrit :

(zeX)(yeY)(ze2)(teT)

et cette notation s’appelle un « contexte ». Ici, les variables sont z, y, z et t et (z € X), (y € Y),...
s’appellent des « déclarations ». On utilisera en général la lettre I" pour représenter un contexte
quelconque, et on notera I' I'objet associé au contexte I'. Cet objet est défini comme suit :

o I' =1, si est «vide », c’est-a-dire ne comporte aucune déclaration,

o (z€X)=2X,
e ['(x € X) =T x X sil nest pas vide.

Ainsi par exemple, (r € X)(y € Y)(z € Z)(t € T) = ((X xY) x Z) x T. Par ailleurs, le contexte vide
sera noté ().(4)

Les variables z, y,. .. représentent les compositions de projections qui servent a extraire les compo-
santes correspondantes. Dans le cas de cet exemple :

x représente momom: (X XY)xZ)xT—X
y représente meomom: (X XY)XxZ)xT =Y
z représente mom : (X xY)xZ)xT—Z
t représente m: (XxY)xZ)xT—>T

Pour éviter d’inutiles problémes, on ne considérera que des contextes dans lesquels les noms des
variables sont distincts.

Bien entendu, l'interprétation de ces « variables » n’est pas absolue, mais est relative au contexte.
Nous allons la définir d'une maniére générale, ainsi que celle d’autres expressions que nous intro-
duirons plus loin. Pour que la définition de ces interprétations, qui est récursive, puisse se faire
sans périphrase incompréhensible, il est nécessaire d’introduire une notation pour I'interprétation
elle-méme. Aussi, noterons-nous | F| . I'interprétation d'une expression £ du langage interne rela-
tivement au contexte I'. | E|. est donc une fleche :

T LEIr v

4. On aurait pu éviter de distinguer le cas ou I" est vide du cas ou il n’est pas vide. On aurait alors obtenu (((1 xX) x
Y) x Z) x T aulieude ((X x Y) x Z) x T pour I. la présence de ce 1, qui est bien siir inessentielle, complique les calculs
dans nombre de situations. A contrario, le fait de distinguer deux cas complique certaines démonstrations. Aucun des deux
choix n’est idéal.
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ou Y est un objet du topos 7, qui pourra toujours étre déterminé sans ambiguité d’apres le contexte
I’ et d’apres I'expression F, et qu’on appellera le « type » de 'expression E.

DEFINITION 78 Linterprétation des variables du langage interne est définie de la maniére sui-
vante :

. LxJ(Iex) =1x
* [2)rex) = m2 (st I n'est pas vide),

* [2]rey) = lz]p om (st yest distinct de ).

Tous les cas qui ne sont pas couverts par cette définition correspondent a une tentative d’inter-
préter une variable relativement a un contexte dans lequel elle n’est pas déclarée, comme on peut
facilement le vérifier. Une telle interprétation est impossible, et une telle variable est donc une
expression incorrecte relativement a ce contexte.

On vérifie facilement que cette définition redonne immédiatement les interprétations données plus
haut pour z, y, 2z et t dans le cas de notre exemple.

Bien entendu, le type de la variable x relativement & un contexte qui contient la déclaration (z € X)
est X.

4.2.4 Changements de contexte.

Nous introduisons maintenant dans le langage interne la notion de « couple ». Un couple est un
terme de la forme (a,b) ou a et b sont deux termes du langage interne. Un multiplet de la forme
(a1,...,ap) est une abréviation pour :

(... ((a1,a2),a3)...,ap)

Linterprétation du couple (a, b) dans le contexte I" est définie par

 [(a,0)]p = (la]p, [b]r)

Si a et b sont de types respectifs A et B, le terme (a,b) est de type A x B et la fleche ci-dessus va de
T vers A x B. Ceci a un sens dés que a et b sont interprétables dans le contexte I'. Bien entendu,
Iinterprétation du multiplet (a1, ...,a,) dans le contexte I' s’en déduit et est une fleche de T vers
Ay X -+ x A, siaiq,...,a, sont interprétables de types respectifs A;,..., A, dans le contexte I
Nous reviendrons dans la prochaine section sur les couples en général. Dans cette section nous ne
disposons que des notion de variable et de couple, nous ne pouvons donc construire que des couples
ou multiplets de variables ou des multiplets de multiplets de variables, etc... Par ailleurs, pour
tout terme ¢, nous identifions le terme (¢) avec ¢.

PROPOSITION 99 Soit un contexte de la forme I'(z € X). Pour tout p-uplet (z1,...,x,) de variables
déclarées dans T, on a

|_(x1’"'7xp)JI‘(m€X) = (@1, ap)]pom

C’est immédiat par récurrence sur p. B

Pour tout entier naturel n, notons [n] 'ensemble {1,...,n}, et soit o : [p] — [n] une application
injective. Soit T' = (z; € X;)...(x, € X,) un contexte contenant n déclarations. On définit le
contexte I'? par :

7 = (330(1) S Xg(l)) . (Jig(p) € Xg(p))
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Noter que I'" = Xo(1) X -+ X Xo(p)- On pose :
o= L(aig(l), .. v'ra(p))JF T = T°

La raison pour laquelle on se limite aux application injectives est qu'une application ¢ non injective
crée un contexte dans lequel des variables sont déclarées plusieurs fois. Par ailleurs, on n’aura pas
besoin de plus que cela.

PROPOSITION 100 Soit o : [p| — [n] une application injective. Soit T un contexte contenant n décla-
rations. Alors pour tout k € [p], on a :

an(k)JI‘ = an(k)JFU oo
On raisonne par récurrence sur p (qui est au moins 1). Pour p = 1, le contexte I'” est (z,(1) € Xo(1)),
et |7, ()] o est I'identité de X, ;) = To. Légalité 2 démontrer se réduit alors a la définition de &.
Pour p > 1 on distingue deux cas :
Sik=p,ona|z,p . = m,et
o= <|_(xa'(1)7 cee 7x¢7(p—1))JI‘7 Lxd(p)JF>
d’ou le résultat.

Si k < p, notons i : [p — 1] — [p] linclusion canonique (i(j) = j pour tout ;7 € [p — 1]). On a
I = F“Oi(xg(p) € Xo(py) et done |25k o = |Tok))pooi © 71, ce qui donne :

|Zo(k))pe 0T

= 2o ]reei om0 (o) -, Too-1))]s [To ) 1)
= [Zo(k)]pooi © [(T601), -+ - Top—1)) |1

[ %o (k) pooi 00 01
= |Z,)lp  (par hypothese de récurrence) W

Pour toute application injective o : [p] — [n], notons o + 1 : [p + 1] — [n + 1] I'application (encore
injective) définie par :
(c+1)(k) =0(k) sik<p
{ (c+1)(p+1)=n+1
Noter que pour tout contexte de la forme I'(x € X) ou I' contient n déclarations, on a (T'(x €
X))ot =T (2 € X).

PROPOSITION 101 Pour toute application injective o : [p] — [n], tout contexte I'(x € X) ot le contexte
T" contient n déclarations, on a :

c+1=0x1lx:T(reX)—=>T(z e X)

En effet,
c+1 = [(250), - To(p), T)]rmex)
= <|_('r0'(1)a T axa(p))JF(zeX)a \.xJF(meX)>
= <|_(J?g(1),...,$g(p))JFOTl'1,7TQ>
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4.2.5 Paires, ensembles, égalités.

Nous introduisons également dans le langage interne :

e la notation x, pour représenter I'unique « élément » de 1, et qui sera donc un terme de type 1
quel que soit le contexte,

e les « paires » (déja introduites plus haut) (a,b), qui seront des termes de type X x Y pour a de
type X et b de type Y,

e les « projections » p1(a) et p2(a), & condition que le type de a soit de la forme X x Y, et qui
seront alors des termes de type respectifs X et Y,

e les «ensembles » {z € X | E'}, qui seront des termes de type P(X), si F est de type Q,

e les «appartenances » a € A, a condition que le type de A soit de la forme P(X) et que celui de
a soit X. Ce terme sera alors de type 2,

e les « égalités » a = b sont des termes de type 2 dans le contexte I si a et b sont des termes de
méme type dans le contexte I

DEFINITION 79 Le sens (ou linterprétation ou la sémantique) des termes x, (a,b), p1(a), p2(a), {z €
X | E}, a € Aet a =>bdulangage interne est donné par :

Jr=90
(a,0)]p = (la]p, [0]p)
e [p(a)]p=mola]
[p2(a)]p = m2 0 la]p
He € X | E}p = Ex (1B pex))
la € Al =3 of[Alp, la]p)
la=b]p == ofla]p, [b])

L+
I

T

On aura remarqué que les termes (a,b) et {x € X | E} ont toujours un sens pourvu que «a et b aient
un sens dans le contexte I', et que E soit de type (2 et ait un sens dans le contexte I'(x € X). Par
contre, le terme p;(a) n’a de sens que si la composition 7; o |a]. elle-méme a un sens, c’est-a-dire
si le type de a dans le contexte I" est un produit. Les termes de la forme py(a) sont bien str soumis
a la méme contrainte, de méme que le terme a € A qui ne peut avoir de sens que si la composition
3 o(|Alp, lalr) en a elle-méme un. Pour cela il suffit que les types de A et a soient compatibles,
c’est-a-dire de la forme P(X) et X. Les conditions données ci-dessus concernant les termes sont
clairement suffisantes pour assurer que les compositions correspondantes sont bien définies.

Noter que dans le cas ou I' est vide, la définition [{z € X | E}|;. = Ex(|E]p(,cx)) reste cohé-
rente, grace a la convention adoptée dans la définition 70 (page 207). Dans ce cas, X x représente le

composé T (X, Q)—>T (1 x X, 2)—2=T(1, P(X)).

Pour tout contexte I' = (z1 € Xy) ... (zr € Xi), les expressions 1, . ..,z du langage interne servent
donc a représenter les valeurs de ce qui a été déclaré dans le contexte I', du moins telle est 'inter-
prétation informatique de ces expresssions, qui une fois compilées deviennent des méthodes d’acces
a ces valeurs. Les compositions de projections sont en effet des programmes qui vont chercher dans
la pile de la machine les valeurs des variables déclarées dans le contexte qui décrit cette pile.
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Lexpression (z1,...,zx) permet d’obtenir toutes ces valeurs en une seule opération. On utilisera
Pabréviation « _» pour cette expression. Il en résulte évidemment que :

\_—JI‘ = L($1,...,$k)JF = 1F

4.2.6 Fleches.

On aura aussi a représenter, dans le langage interne, une fleche arbitraire f : X — Y du topos 7.
Ici nous supposons que f est une notation du langage machine. Nous allons récupérer la notation
f pour l'intégrer a une notation du langage interne.

Une notation de cette fleche dans le langage interne ne peut étre, compte tenu de nos conventions,
qu’une expression de type Y contenant des occurrences libres d'un symbole = de type X, puisqu’elle
devra étre interprétée dans le contexte (x € X) et puisque (z € X) = X. Noter que I'expression que
nous allons introduire ne doit pas étre interprétée comme une fonction de X vers Y (ce qui pourrait
avoir un sens dans le contexte vide), mais comme un élément de Y dans le contexte (z € X), c’est-
a-dire du point de vue de X.

Toutefois, pour des raisons pratiques, nous introduisons une notation plus générale.

DEFINITION 80 Si u est une expression du langage interne de type X dans le contexte T', on utilisera
la notation f[u] pour représenter le composé :

LuJ T f

[ — X ——=Y

et on aura donc | f[u]| = fo |u]|p. Une expression de la forme f[(u,v)] pourra étre abrégée en f[u,v],
etc. ..

En particulier, on a [ f[z]] ,cx) = f © %] ex) = f pour toute fleche f: X — Y.

On fera attention au fait que dans la notation f[u], qui est une notation du langage interne, f est
une notation du langage machine alors que u est une notation du langage interne.

Dans le cas particulier ou X est 1, la fleche notée f[u] dans le langage interne ne dépend plus de wu.
On la notera plus simplement f.

Sil'= (71 € X1)...(zx € Xi) est un contexte quelconque, une fleche quelconque f : T' — Y est donc
représentée dans le langage interne et dans le contexte I" par 'expression f[_],eton a:

lp=felg=f

On a la fleche |a € A ,cx)aep(x) : X X P(X) = Q, qu'on notera tout simplement €. Cest le
composé S o(ma, 71 ).

(m2,71) >

XxPX) — L PX)x X ———=Q

puisque :

la € A uexyaerx)y = 2 AAlwex)aerx) @) wex)aerx)))
> O<7T2, 7T1>
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La fleche €: X x P(X) — Q est appelée « appartenance interne ».

Le role de (w2, m1) est seulement de nous permettre d’écrire les opérandes dans l'ordre usuel. Noter
que cette nouvelle notation ne fait pas partie du langage interne,(®) puisque les expressions du
langage interne sont celles et seulement celles pour lesquelles on a défini une interprétation a I'aide
du crochet | |. Ici on a utilisé le langage interne pour définir une nouvelle notation du langage
machine. Ce n’était pas indispensable dans ce cas, puisque I'expression € = 3 o(my, 71) n’est pas
bien compliquée. Par contre, on va introduire plus loin des fleches dont le langage interne simplifie
considérablement la définition.

Par ailleurs, pour deux fleches f : Y — X et g : ¥ — P(X), on définit f € g comme le composé

€o(f,g):

y — 9 xwpx)—S 0

feg

Llopération € portant sur les fleches f et g est appelée « appartenance externe ».

EXERCICE 234 Montrer que pour toutes fleches f : Y — X, g: Y - P(X),¢: Z =Y, 0ona:
(feglop=(fop)e(goyp)

Voici une premiere illustration de I'utilisation du langage interne. Donnons-nous une fleche quel-
conque f : X — Y. On a envie de construire la fleche «image réciproque » f~' : P(Y') — P(X). Pour
cela, écrivons dans le langage interne la définition ensembliste usuelle de f~'(B) pour une partie
B deY, et compilons-la :

Bl ={z € X | fla] € B}
ce qui donne :
LI Bl pepyvy) = Hz € X | flz] € BY (pepvy)

c’est-a-dire :

7= L{x € X | flz] € B} (gepvy)
Lf12] € Bl (pepv))@ex))
5 o(|B J(BEP(Y))(zeX)? Lflx ]J(BE’P(Y))(J@EX)>)
3 o{my, f o ma))
>

o(1 x f))

Il s’agit, comme on l'espérait, de la fleche P(f) (exercice 220 (page 207)). Bien que cet exemple n’ap-
porte aucune nouvelle construction, il montre que le langage interne permet de définir des fleches
d’une fagon trés intuitive, et surtout par des expressions plus simples et plus lisibles que les expres-
sions du langage machine. On en verra une illustration plus loin avec la définition des connecteurs
additifs, par exemple du quantificateur existentiel, dont ’expression en langage machine semble

Ex(
Ex(
Ex(
Ex(

5. Méme si elle est syntaxiquement identique & une notation du langage interne.
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difficile a utiliser :

|Toex Elp = =o(Za(xo(xo(Ex(xo
(LE]rgen)@ex) = oUE]r(gen)@ex)> T1°
m2), (T, T))), Ex(T)), <o
(= o(Ex (= o{[E]p(geq)zex) < ©
<<LEJF(qEQ)(wEX)77T1 ©
m2), (T, T, Ex (T)),
m2), (T, TN, Ba(T))

4.2.7 Résumé.

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ici la définition de tous les termes du langage
interne. Ce sont :

Les variables relativement a tout contexte I' dans lequel elles sont déclarées. Leur type est
donné par la déclaration les concernant dans I'.

x relativement a tout contexte. Son type est 1.

(a,b) (« paire ») relativement au contexte I', pourvu que a et b soient des termes relativement
aT. Son typeest X xY,ou X estle type de a et Y le type de b.

p1(a) et pa(a) (« projections ») relativement au contexte I', pourvu que a soit un terme relati-
vement au contexte I' dont le type est un produit X x Y. Ces deux termes sont alors de types
respectifs X et Y.

{z € X | E} («ensemble ») dans le contexte I', pourvu que F soit un terme de type  dans le
contexte I'(z € X). Son type est P(X).

a € A («appartenance ») dans le contexte I', pourvu que A soit un terme de type P(X) dans le
contexte I', et a un terme de type X dans le contexte I'. Son type est (.

f[u] relativement au contexte I', pourvu que u soit un terme de type X dans le contexte I' et f
la notation en langage machine d’'une fleche de X vers Y. Le type de ce terme est Y (simplifié
en f dans le cas ou s(f) = 1).

a = b («égalité ») relativement a I', pourvu que a et b soient deux termes de méme type
relativement a I'. Son type est €.

Leur sémantique est définie par :

|z] (zeX) — Ix

[#]pzex) = 2 (si ' n’est pas vide),

2] pyeyy = @] o m (siy est distinct de ).
L% Jp =0

[(a,0) ] = (la]p, [b]r)

[p1(a)]p =m0 lap

[p2(a)]p = m2 0 a]p

Hz e X | E}p = Ex([E]pgex))
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e la€ Alp =3 o|Alp, [a]p)
o Lflullr = foluly (L] = £ o () dansle cas ot s(f) = 1)
o l[a=b|r = la]p < [b]p == oflalp, [b]})

4.3 Quelques outils.

4.3.1 Changement de contexte.

Le résultat de la proposition 100 (page 224) se généralise a tous les termes.

PROPOSITION 102 Soit T un contexte contenant n déclarations, soit o : [p] — [n| une application
injective, et a un terme interprétable dans le contexte I'°. Alors a est interprétable dans le contexte T’
etona:

laly = lalp, 07

La démonstration se fait par induction sur la structure des termes.

e Variables : résulte de la proposition 100 (page 224).

Singleton : Ona [ | = () = ()07 = | * |, 07.

Paires : On a :

|
la]pe 07, [b]pe 0T)  (hypothese d'induction)
|
(

Projections : On a (pouri=1,2) :

pi(a)lp = miolalp
= m;olalp. 07 (hypothése d’'induction)
= |pi(a)lps 0T
e Ensembles : On a :
{z e X[ E}p

= Ex([E]rgex))

= Ex(lBlr@exyerr oo +1)
(hypothese d’induction)

= Ex(LE]pe(zex)© (@ x 1x))

= Ix(|E]roex)) 0@

o € X | B}l o7
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e Appartenances : On a :

lae Al

of[A]r, lalp)
|A]po 07, la]pe 07)  (hypothése d’induction)

lA]pe, lalps) 0@
= |la€A|, 00

>
>
>

o
o

e Fleches :Onapour f:Y — Z:

Lflulr = folulp
folulpo 0@
= [flullps 07

Le cas ous(f) =1, asavoir | | = | f]p. 07, résulte de () o7 = ().

. Egalités : se traitent comme les appartenances. B

EXERCICE 235 Soit a un terme interprétable dans le contexte T, et b un terme interprétable dans le
contexte I'(y € Y'). Montrer que :

LaJF(xeX) = |aJpom (siT" #()
la]exy = lalpo() (sil'=0)
[b)r@ex)wey)y = L[blrgeyyo(m x1) (siT #0)
b] (zeX)(yeY) — 0] (yey) © T2 (sil' =0)

4.3.2 Occurrences libres et occurrences liées.

Dans les langages faisant usage de variables, comme le langage interne, on a une notion de rempla-
cement. On note généralement ¢[a/x] (lire : « ¢ dans lequel a remplace x ») le résultat du remplace-
ment de toutes les occurrences libres de x par a dans ¢. Nous définissons cette opération ci-dessous
pour le langage interne, puis examinons son rapport avec la compilation/sémantique du langage
interne | | du topos 7. On va voir que l'interprétation du remplacement est essentiellement la
composition des fleches dans la catégorie 7. De plus, les régles spécifiques du remplacement, qui
peuvent paraitre avoir un certain coté arbitraire, sont justifiées par le fait qu’elles sont compatibles
avec cette interprétation.

On définit, pour chaque expression E, ensemble(®) de ses « variable libres », qu’on notera VL(E).

DEFINITION 81 L'ensemble des variables libres d’une expression E est noté VL(E) et est défini
comme suit :

VL(z) = {«} pour toute variable z,

VL(x) = VL(f) =0 (ou f : 1 — X est une fleche),
VL((E,F)) = VL(E € F)) = VL(E = F) = VL(E) U VL(F),
VL(p1(E)) = VL(p2(E)) = VL(E),

6. Il s’agit bien sr d’'un méta-ensemble fini.
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o VL({z € X | E}) = VL(E) — {2},
o VL(f[u]) = VL(u).

Par exemple, on a successivement :
VL@) = {2}
VL(z=y) = {z}U{y}={zy}
VL({z € X [z =y}) {z,y} — {«} = {y}

On dit qu'une expression F est « fermée » si VL(FE) est vide.

Un symbole 2 qui n’appartient pas & VL(E), mais qui a quand méme des occurrences dans E sera
dit «lié » ou « muet » dans E. En fait, ce n’est pas aussi simple que cela. Par exemple, considérons
Pexpression :

fzeX|f@)}ea

dans laquelle la premiére occurrence de x (celle qui est dans f(x)) est liée, alors que la derniére est
libre (z dans la déclaration z € X n’est pas compté comme une occurrence). On peut penser quune
telle expression est nécessairement incorrecte. Il n’en est rien. Un langage de programmation,
méme s’il n’accepte pas la surcharge, peut trés bien accepter une expression comme celle-ci et I'in-
terpréter correctement. Bien entendu, les deux occurences de z représentent des choses différentes
et méme éventuellement des choses de types différents. L'exemple ci-dessus suggere fortement
que la derniére occurrence de x doit certainement représenter un ensemble de parties de X (rien
n’interdit 4 un tel ensemble de s’appeler z), alors que cela n’a aucune raison d’étre le cas pour la
premiere.

En pratique on évite ce genre d’expression, c’est-a-dire que si on connait déja un sens pour x (celui
de la derniére occurrence ci-dessus), on évite d’utiliser & nouveau x comme nom de symbole local
(celui de la premiere occurrence ci-dessus). Si on le fait malgré tout, on dit que la déclaration locale
de = «cache » les autres significations de z. Ce mécanisme est parfaitement gérable, méme bien str
par un compilateur, mais il reste troublant pour les humains. Un exemple classiquement rencontré
dans I'enseignement est celui d’'une intégrale de la forme :

/Of f(z)dx

qu’on évite en général. La plupart des professeurs de mathématiques la trouveront d’ailleurs in-
correcte. En fait, elle n’est pas incorrecte. La déclaration de x (dans dz) cache tout simplement la
précédente définition de x (celle qui permet d’interpréter la borne supérieure de 'intégrale).

On «nettoie » ce genre d’expression en « renommant » la variable locale. Dans le cas de notre inté-
grale et de ’exemple précédent, ce nettoyage donnera :

Aszﬂy et (yeX|f@)ex

On va expliquer plus loin en quoi consiste ce renommage.

4.3.3 Remplacement.

DEFINITION 82 On note Ela/x] (lire : « E dans lequel a remplace x ») le résultat du remplacement
du symbole x par a dans E. Ici a et E sont deux expressions. Le remplacement, pour le langage
interne, est défini comme suit :
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e yla/x] = y si y est un symbole distinct de z,
o x[a/x] = %,

* (B, F)[a/z] = (Ela/z], Fla/x]),

* pi(E)[a/z] = pi(E[a/x)),

[ )
3
I\

{r e X | E}a/z]={z e X | E},

{yeY | E}a/z] ={y €Y | E[a/z]} si y est un symbole distinct de z et si y ¢ VL(a).
(E € F)la/a] = (Ela/a]) € (Fla/a]),

(fluDla/x] = flula/z]] (fla/z] = fsi f:1— X),

o (B =F)la/z] = (Ela/z]) = (Fla/z]).

Cette définition est incomplete & cause de la restriction y ¢ VL(a). Elle est complétée comme suit :

e Si y est un symbole distinct de x, et si y € VL(a), on choisit un symbole z distinct de x et
de y et qui n’'est pas déclaré dans les contextes d’interprétation de E et a (ce qui est toujours
possible), et on pose :

{yeY | E}a/z] ={z €Y | (Elz/y])]a/z]}

Le remplacement de y par z est appelé « renommage » de la variable liée y.

Note : En pratique, le remplacement a toujours lieu sur des termes qui sont interprétables dans un
contexte donné. C’est pourquoi les conditions imposées ci-dessus, qui supposent I’existence de ces
contextes, ont un sens.

Remarque : La condition que z soit distinct de y est inutile puisqu’elle est impliquée par le fait que z n’étant

pas déclaré dans le contexte d’interprétation de a, z ne peut pas avoir d’occurrence libre dans a, alors que y
est supposé en avoir.

La raison pour laquelle on demande que z ne soit pas déclaré dans le contexte d’'interprétation de F est que le
contexte I'(z € Y'), nécessaire pour interpréter E[z/y], ne doit pas déclarer deux fois la variable z. On aurait
pu demander que z ¢ VL(a) plutét que la condition plus forte que z ne soit pas déclaré dans le contexte
d’interprétation de a.

La premiere des regles qui définissent le remplacement pour les ensembles
o {r€ X |FE}a/zx]={r e X|E}

dit que si = est déclaré en téte de cette expression, alors le remplacement de x par a n’a aucun effet
(ce qui nous confirme que les occurrences liées de x sont « muettes » ou essentiellement «invisibles »,
ce qui d’ailleurs justifie le fait qu’on puisse les renommer). La deuxiéme

e {yeY | E}a/x] ={y €Y | Ela/z]}

(si y est un symbole distinct de z et si y ¢ VL(a)) nous explique comment remplacer = quand la
déclaration locale concerne un symbole distinct de =. Toutefois, il y a la restriction y ¢ VL(a), qui
est 1a pour nous interdire de faire une « capture de variable ». Voici de quoi il s’agit.

Cette définition du remplacement ne s’applique pas au cas suivant sans un renommage :

{z e X | f(z,y)}p1(x)/y]
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puisque x € VL(p;(z)). Si on effectue malgré tout le remplacement sans renommer z, on obtient :

{z e X | flz,p1(2))}

et la variable = (dans p;(z)) a été « capturée » par la déclaration locale x € X, ce qui constitue
une faute, comme il est facile de le vérifier sur un exemple élémentaire, comme celui de 'ensemble
{z € R |y = 2°} qui est ensemble des racines carrées réelles de y. Si on substitue = a y dans cette
expression sans renommer y, on obtient {x € R | x = 27}, clest-a-dire I'ensemble & deux éléments
{0,1} qui n’est en aucun cas I’ensemble des racines carrées de x. On notera que la capture de « fait
méme disparaitre z, puisque I'expression {z € R | z = 2} ne dépend pas de z.

Il est donc nécessaire de « renommer » la variable locale avant de pratiquer le remplacement. Dans
le cas de cet exemple, on pourra remplacer I'expression {z € X | f(z,y)} par {z € X | f(z,y)}, et le
remplacement de y par p; (z) donnera :

{z e X[ f(zpi(2))}

et il n’y a plus de capture de variable. Dans le cas de notre autre exemple, cela donne {z e R | z =
2?} et on retrouve bien I'ensemble des racines carrées de .

Deux expressions qui ne different 'une de I'autre que par une série d’opérations de renommage
sont dites « a-équivalentes ».

PROPOSITION 103 (Invariance de la sémantique par a-équivalence)

* [tlryey) = tz/Y]lr(sey) pour tout terme t interprétable dans le contexte I'(y € Y') et ou z est
un symbole non déclaré dansT'(y € V).

o [{ycY |E}|=|{z €Y | Elz/y]}|} pour tout E de type Q2 dans le contexte I'(y € Y').

e |a]p = [b]} si aet bsont deux termes a-équivalents dans le contexte I'.

Le premier point se prouve facilement par induction sur la structure de ¢. Le second s’en déduit
immédiatement. Le troisiéme se prouve en utilisant le second par une nouvelle induction. ®

A partir de maintenant, nous considérerons les opérations de renommage comme transparentes.
Autrement-dit, nous considérerons que nous sommes toujours dans une situation ou le renommage
est devenu inutile.

Comme suggéré plus haut, la sémantique du remplacement est pour l’essentiel la composition.
Nous ne traitons que le cas ou la variable remplacée est la derniere déclarée dans le contexte.

PROPOSITION 104 Soit E un terme de type Y relativement au contexte I'(x € X), et soit a un terme
de type X relativement au contexte I. On a :

LEla/allr = |E]r@ex) © (Ir lalr)

st ' n’est pas vide, et
|Ela/z]]y = |E] (zeX) © an

sinon.

La démonstration se fait par induction sur la structure des termes.
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e variables : On a d’'une part :

lzla/z]]p = la]r
= ™m0 <17 I_aJF>
= LIJF(IGX) o (1, la)p)

et pour y distinct de x :

lyla/zl]r = lylr
= |yJpomo (L, |aly)
= Ler(xex) o (1, lalp)

e x : Comme pour le deuxiéme cas des variables ci-dessus :

Lxla/ally = L*lp

e paires, projections, appartenances, égalités : On a :

(B, F)la/2]]p = [(Ela/z], Fla/z])]p
= ([Bla/]]p, [Fla/]]r)

Lhypothése d’induction donne |Ela/z]]; = |Elpcx) © (1, |a)r) et de méme pour F. On a
donc :

L(E, F)la/z]]p
= <LEJF(1;EX) o (1, alp), LFJF(J;EX) o (1, alp))
= <LEJF(xeX)>7 LFJF(;UEX)> o (1, a]p)
= L(E7F)JF(3C€X) o (1, [a]p)

e ensembles : On a:

Hz e X[ E}a/ally = [{zeX|E}p
= HeeX|E}pomo(l, |a]p)
= [z e X[ E}rpex)o (L lalp)

et pour y distinct de = (on peut supposer y ¢ VL(a)) :

{y €Y | E}a/]]p
= {yeY|[(Ela/a])]
= Iy (lEla/z]]pyey))
= Iv(lE]ryeyy@ex) © (L Lalryevy))
(par hypothese d’induction)
= Zv(lBlrgexywery 0@ 0 (1, lalpom))
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ou o permute les deux dernier éléments de [n + 2], n étant le nombre de déclarations dans I
On a o = ((m om,me), M 0 my) et par ailleurs :

((m oy, M), ma0m) o (1, |a]pom)
= ((m, la]p omi), m2)

(1, la]p) o w1, m2)

(1,lalp) x 1

Par conséquent :

Hy €Y | E}Yla/]]y
= EY(\_EJF(IGX)(yGY) o ((1,]
= Sv(lBlreex)ger)) o (1 lalr)
= HyveY|E}rpex) oL lalp)

e fleches:
L(fluDla/2l]r = Lflula/2]]]r
= folula/z]]p

= fo LUJF(;EEX) o (1, lay)
Ll r@ex) o (O lalp) ®

EXERCICE 236 (a) Montrer que si f : X — Y est une fleche d’un topos et t un terme interprétable
dans le contexte (y € Y), ona :

teyery o F = [l /) oe)
(b) Montrer que si u est un terme interprétable dans le contexte (x € X), alors les termes :

() (e x) 2] et u
sont égaux.

(¢) Montrer que si f = |u],cx) 9= [t] (yey) €t st uest de type Y, alors g o f est définie et :

gof= Lt[u/yu(xEX)

4.4 Connecteurs logiques et sémantique de Kripke-Joyal.

Nous n’avons pas encore défini les connecteurs logiques dans le langage interne d’un topos. Pour-
tant, nous avons laissé entendre que la description qui précede est compléete. D’'une certaine fagon
elle l'est, car ce que nous allons introduire a partir de maintenant n’est qu'une collection d’abré-
viations(”) pour des termes qu’on peut écrire avec les outils établis jusquici. En particulier, la
sémantique de ces nouvelles expressions n’a pas a étre définie. Elle résulte de la définition de ces
abréviations. La « sémantique de Kripke-Joyal » donne la fagon d’interpréter la vérité des énoncés
du langage interne comme des propriétés des fleches du topos.(®)

7. En programmation, on parlerait de « macros ».
8. La « sémantique de Kripke-Joyal » a été énoncée pour la premiére fois dans une lettre d’André Joyal a Anders Kock.
L'appelation est de ce dernier. (Communication privée par A. Joyal)
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4.4.1 Vrai.

On note T I’énoncé * = x du langage interne. T est donc un terme de type 2, qu’on appelle « vrai ».

PROPOSITION 105 (sémantique de Kripke-Joyal pour T) Ona |T|. = T :T — Q pour tout contexte
T.

En effet, | T|. == o((),()) =T.m

La proposition ci-dessus dit en quelque sorte que «vrai » est « vrai », mais ce n’est pas une lapa-
lissade, car «vrai », c’est-a-dire le symbole T, est surchargé. Il est en effet utilisé comme terme du
langage interne et aussi comme notation de fleches du topos, c’est-a-dire comme notation du lan-
gage machine. Ce que dit la proposition ci-dessus est simplement que le compilateur traduit « vrai »
du langage interne en « vrai » du langage machine.

EXERCICE 237 Montrer que pour tout terme E de type () dans le contexte I', on a |E | = |E=T|.

DEFINITION 83 Un énoncé E du langage interne, c’est-a-dire un terme de type Q, est dit « vrai »
dans le contexte I' si |E| = T.

PROPOSITION 106 Si un énoncé E est vrai dans le contexte I'(x € X), alors pour tout terme a de
type X dans le contexte T', I’énoncé E[a/x] est vrai dans le contexte T.

En effet, si |[Er,cx) =T, alors |Efa/z]|r = [Elrexyo (L lalp) =To(l, lajp)=T.m

4.4.2 Le quantificateur universel.

Le sens intuitif de I'’énoncé V,cx F est que F est vrai pour tout x € X. Ce sens est clairement le
méme que celui d’'une certaine égalité entre ensembles :

DEFINITION 84 Pour tout énoncé (expression de type ) E du langage interne interprétable relati-
vement au contexte I'(x € X)), on définit l'expression V,.cx E du langage interne comme :

(t€X|Ey={zeX|T}

Cette expression est bien siir interprétable dans le contexte T'.

On peut calculer son interprétation :
Veex Elp = {reX[E}={ve X [T}
= HeeX|EHD < [{ze X | T}
= = o(Ex([E]r@ex)) Xx(T))

On peut se demander a quelle condition portant sur la fleche LEJF(IE X) I’énoncé V,.cx E est vrai
dans le contexte I', c’est-a-dire a quelle condition la fleche |V ex E]p: T — Qest égalea T.

La proposition suivante donne une telle condition :
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PROPOSITION 107 (sémantique de Kripke-Joyal pour ¥) Lénoncé V,.cx E est vrai dans le contexte
I (i.e. [Voex Elp = T) si et seulement si E est vrai dans le contexte I'(x € X) (i.e. |[Ep,cx) = T)

En effet,siona [E]p,cx)=T,ona:

vaeX EJ r

= O<2X(|_EJF(3U€X))7 Ex(T))
= =<oAoXx(T)
= T

Réciproquement, si |V,ex E| = T,ona EX(LEJF(JCE)()) =Xx(T), donc [Ejr(xex) =T.1

Comme nous l'avons fait précédemment pour 'appartenance ou 1’égalité, nous introduisons aussi
une notation du quantificateur universel dans le langage machine, quantificateur « externe » s’ap-
pliquant donc aux prédicats internes.

DEFINITION 85 Soit [ : Y x X — Q un prédicat interne sur Y x X, on définit le prédicat interne
Vx(f):Y = Qpar:
Vx(f) = [Veex fly, z”(er)

On peut compiler cette définition pour obtenir une expression de Vx (f) dans le langage machine :

VX(f) = I_VZEEX f[y7 .7}” (yeY)
= = oEx(Lfly 2] yev)@wex)) Xx(T))
= =o(Ex(f), 2x(T))

EXERCICE 238 Soient les fleches [ : Y x X — Qet o : Z — Y. Montrer que :
Vx(f)op =Vx(fol(px1))

EXERCICE 239 Montrer que pour tout énoncé E dans le contexte I'(x € X), on a |Vyex Elp =
Vx(LE]pex))-

EXERCICE 240 La fleche |Vyex q (qeq) * §2 — ) peut étre notée Vx : 2 — Q. Montrer que cette fleche
est vraie si et seulement si X est initial.(®)

EXERCICE 241 Montrer que si I’énoncé V,.cx E est vrai dans le contexte T', et si t est un terme de
type X dans le contexte T, alors l’énoncé E[t/x] est vrai dans le contexte T.

4.4.3 La conjonction.

On a vu précédemment (exercice 227 (page 212)) que tout prédicat interne f est égal a f =< T. De
méme, tout énoncé F du langage interne est égal a £ = T (exercice 237 (page 236)). Par ailleurs,
on souhaite que la conjonction £ A F' de deux énoncés E et F ait la propriété que F A F est vrai
si et seulement si E et F' sont tous deux vrais. Autrement dit, la conjonction interne A doit étre
équivalente a la conjonction externe « et », de méme que I’égalité interne est équivalente a 1’égalité
externe. Un candidat évident pour E A F' est donc le suivant :

9. Ceci est a rapprocher du fait « ensembliste » qu'un énoncé de la forme V. x E est vrai quel que soit '’énoncé F si et
seulement si X est vide.
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DEFINITION 86 La conjonction E A F de deux énoncés E et F dans le langage interne est I’énoncé :

(B, F)=(T,T)

On peut compiler cette expression, ce qui nous donne :
[EAF|p = (B, F)=(T,T)]p
= <o{([E|p [F]p), (T, T))

Il est facile de vérifier que la propriété exigée est satisfaite. C’est une conséquence immédiate de
I’équivalence entre égalité interne et égalité externe. Autrement dit : £ A F est vrai dans le contexte
T si et seulement si les énoncés E et F sont tous les deux vrais dans le contexte I'. La proposition
suivante exprime cette propriété d'une facon plus utile :

PROPOSITION 108 (sémantique de Kripke-Joyal pour A) Soient E et F deux énoncés du langage
interne dans le contexte T, et ¢ : X — T une fleche quelconque. Alors |E A F |y o ¢ est vraie si et
seulement si |E| o p et | F| o ¢ sont vraies toutes les deux.

Ceci résulte immédiatement du fait que :
[EAF]pop=xo{({[E]pop,[Flpog),(T,T))
du fait que ’égalité interne est équivalente a I'égalité externe, et de I'exercice 227 (page 212). ®

DEFINITION 87 Soient f : X — Qet g : X — Q deux prédicats internes sur X. Leur conjonction
«externe» f A g: X — Qest la fleche :

L=l A glol e x

En particulier, on a la fleche :
17 A Y] (wea) e

que nous noterons A : ) x Q — ), et que nous appelerons « conjonction interne ».

En compilant, on obtient :

frng = LflelAglellex
= =xo((f,9).(T,T))
Bien entendu, la fleche f A g est vraie si et seulement si les fleches [ et g sont toutes deux vraies.
Lexercice suivant donne une définition alternative de la conjonction interne.
EXERCICE 242 (a) Montrer que pour tous prédicats internes f,g: X — Q, ona Ao {f,g) = f Ng.

(b) Montrer que la fleche caractéristique du monomorphisme (T, T) : 1 — Q x Q est la conjonction
interne N\ : Q1 x Q — Q.

EXERCICE 243 Soient [ : X — Qet g : X — Q deux prédicats internes sur X. Soit ¢ : Y — X une
fleche quelconque. Montrer que :

(fAg)op=(fop)A(goy)
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EXERCICE 244 Montrer que pour tous énoncés E et F dans le contexte I', on a |E N F |, = |E| A
LE ]

EXERCICE 245 Montrer que la conjonction interne est associative et commutative et admet T pour
élément neutre.

Une remarque sur le vocabulaire. On a introduit ci-dessus trois conjonctions différentes, toutes
notées A. Pour aider le lecteur a ne pas les confondre, en voici une classification :

e si F et F sont des énoncés (termes) du langage interne, la conjonction dans E A F est la
« conjonction du langage interne »,

e sif,g: X — Q sont deux prédicats internes, la conjonction dans f A g est la « conjonction
externe »,

e la fleche A : Q x Q — Q est la «conjonction interne ».

La conjonction nous permet une nouvelle abréviation. Le terme {z € X | (x € A)AE}, interprétable
dans le contexte I', et ou A est de type P(X) dans le contexte I', pourra étre abrégé en :

{re A|E}
On a alors :

H{zeAlE} = HeeX|(xcA)AE}
Ex(l(z € A NE]pex))
Ex(=o{(3o(|A]p,m2), [E]r), (T, T)))

PROPOSITION 109 Pour tous énoncés E et F du langage interne dans le contexte T, il existe une
unique fleche o telle que le diagramme :
[ ]
« T
LE]r
T

LEAF]LT

soit commutatif.

En effet, on a [E A F|. o [EA FJFT = T. Il résulte donc de la proposition 108 (page 238) que
|E]po EA FJFT = T,donc que |[EAF JFT se reléve le long de LEJFT. Lunicité résulte du fait que

LE] FT est un monomorphisme. B

PROPOSITION 110 Pour tous énoncés E et I dans le contexte T, le carré suivant, ot « et [3 sont
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donnés par la proposition 109, est cartésien :

LF)p "

/

LBl T
Bien entendu, il est commutatif par construction. Soient p : X — e et ¢ : X — e telle que LEJFT )
¢=|F]. oy.Ona:

T = |EJpolElp op

|E]po|Flp' ot

or T =|F|po LFJFT ot,donc T = |EAF|po0 LFJFT o1 d’apres la proposition 108 (page 238). Il en

résulte que LFJFT o sereleve le long de | E A FJFT enune fleche ( : X — o

T . N . N
Onaalors wo( = pcar |[E| est un monomorphisme. De méme, on construit une fleche ¢’ : X — o

telle que 3 o ¢’ = 1. Mais comme |E A F| FT est un monomorphisme, on voit que ¢ = ¢’ et que ( est
I'unique fleche rendant le diagramme commutatif. B

4.4.4 Limplication.

L'implication est facilement définie a partir de la conjonction. En effet, £ = F' signifie intuitive-
ment que F est vrai dés que F est vrai. Dire que E = I est vrai signifie donc que les énoncés E et
E A F sont équivalents (puisque de toute facon F A F' entraine F d’apreés ce qu'on a vu précédem-
ment).

DEFINITION 88 Si E et F sont deux énoncés du langage interne, ’énoncé E = I est défini comme :

E=(EAF)

N. Bourbaki (Note historique sur la théorie des ensembles [7]) fait remarquer que ’équivalence entre £ = F
et E = E A F se trouve déja dans Leibniz [26]. On notera par ailleurs que si A et B sont deux parties d'un
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ensemble, A C B est équivalent a A = AN B, ce qui est bien slr une interprétation de la définition ci-dessus,
a la maniére de ce qui a été fait dans le chapitre 1.

En compilant F = F', on obtient :
|E=F|. = |[E=EAF|.
< o(lE|p, [EAF]p)
= = o[E|p, < o((LE]p, LFp) (T, )
PROPOSITION 111 (sémantique de Kripke-Joyal pour =) Soient E et F deux énoncés du langage
interne dans le contexte I'. Les conditions suivantes sont équivalentes :
e F = F estvrai dans le contexte I

e Pour toute fleche ¢ : Y — T telle que | E|}. o ¢ soit vraie, alors | F | o p est vraie.

e Le sous-objet [EJFT est inclus dans le sous-objet [FJFT, autrement dit il existe une fleche v
rendant commutatif le triangle du diagramme :

0

o — =1
‘/LFJFT T
v LF]p
e T 0
LE] " LE]p

Supposons d’abord que E = F soit vrai dans le contexte I', et soit ¢ : ¥ — X une fléche telle
que |E|.o¢ = T.Comme |F = F|. = T, on a a fortiori |E = F|.0¢ = T, et on déduit de la
compilation ci-dessus et de I'’équivalence entre égalités interne et externe que

T=[EJpop = =o{[E]pow, [Flpog),(T,T))
et donc que |F| op=T.
Supposons maintenant qu’'on ait la seconde condition, et prenons pour ¢ la fleche LEJFT. Comme
ona|E|po LEJFT = T, notre hypothese montre que | F'| o [EJFT = T. 1l en résulte que LEJFT se
releve le long de | F'| FT.

Enfin, supposons qu’on ait la fleche ) de la troisiéme condition, c’est-a-dire qu'on puisse écrire
LEJFT = LFJFT o 1. Il résulte alors de la proposition 110 (page 239) que LEJFT se releve le long de

|EAF| FT, donc de I'exercice 89 (page 92) que | E| FT et |[ENF| FT représentent le méme sous-objet
deT, donc que |E|. = |E A F|, donc que E = F est vrai. B

On utilisera I'abréviation £ < F pour (E = F) A (F = E).

EXERCICE 246 Montrer que deux énoncés E et I' du langage interne, interprétables dans un méme
contexte T, sont égaux si et seulement si E < I est vrai dans le contexte T'.

Comme précédemment avec la conjonction, on peut définir une «implication interne » =: QxQ — Q,
et opérateur implication « externe » pour deux prédicats internes.
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DEFINITION 89 Limplication interne =: Q x Q — Q est la fleche :

[ =yl meaywen)

Si f,g: X — Q sont deux prédicats internes, le prédicat interne f = g : X — Q est la fleche :
Lf[z] = glzl) (zex)

EXERCICE 247 Soient [ : X — Qet g : X — Q deux prédicats internes sur X. Soit ¢ : Y — X une
fleche quelconque. Montrer que :

(f=g)ocp=(foyp)=(g0¢)

EXERCICE 248 Montrer que pour tous énoncés E et F du langage interne dans le contexte I, on a
|E= Flp = |E]p = [Flp.

EXERCICE 249 Montrer que pour tout énoncé E dans le contexte T, les énoncés FE et T = E sont
équivalents.

EXERCICE 250 (d’aprés Leibniz) Soient a et b deux termes de type X dans le contexte I. Montrer
que :
I_VSGP(X) aeS=>be SJF = La = bJF

4.4.5 Les connecteurs additifs.

A ce point, nous avons construit la partie multiplicative de la logique dans le langage interne d’un
topos. Nous passons maintenant aux connecteurs additifs. Le quantificateur universel est utilisé
pour définir tous les connecteurs additifs (L, V et 3) par une méthode qui utilise une quantification
universelle sur . Le procédé utilisé ressemble a une négation, et les définitions que nous allons
donner des connecteurs additifs sont tout a fait analogues aux définitions suivantes bien connues
en logique classique :

1 = T
EVFEF = —\(—\E A —F)
ElmeX £ = _‘(VJJEX _‘E)

Souvenons-nous que la facon naturelle de définir —F est de le définir comme E = L. Cette défini-
tion exprime la facon instinctive de démontrer une négation. Mais, comme on I’a vu dés le chapitre
1, la négation perd de I'information, puisque deux énoncés non équivalents peuvent avoir la méme
négation. Par contre, si on utilise une « variable d’énoncé », c’est-a-dire une variable de type 2 a la
place de L, variable censée représenter une valeur de vérité quelconque, et qu’'on quantifie univer-
sellement sur cette variable, on ne perd plus d’information. On peut en effet vérifier que I'énoncé :

Veea (E=q) =¢q

qui est une sorte de double négation de F est structurellement équivalent a E. En effet, supposons
d’abord qu’on ait E. Soit ¢ € 2, et supposons E = ¢. On doit prouver ¢, ce qui est immédiat a I’aide
de nos deux hypotheses E et E = ¢. Réciproquement, si on a V,cq (F = ¢) = ¢, alors en particulier,
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en faisant ¢ = F, ce qui est permis car ¢ et E sont tous deux de type 2, on obtient (£ = FE) = E.
Comme il est facile de prouver £ = F,on a E.

Nous pouvons maintenant tenter une transformation des définitions « classiques » ci-dessus, c’est-
a-dire remplacer partout la négation — par = ¢, et quantifier universellement sur ¢q. On obtient :

DEFINITION 90 Dans le langage interne d’un topos, les connecteurs additifs sont définis comme
suit :

1 = vqu T = q
EVF = Vo (E=q¢AN(F=q)=q
Jeex B = Viea (Vaex (B =q)) =q

En examinant ces expressions, on constate rapidement qu’elles n’expriment rien d’autre que la
maniere habituelle d’utiliser une hypothése additive dans une démonstration. En effet :

e Yoeao T = ¢, qui peut aussi s’écrire V,cq ¢, exprime le fait que tous les énoncés sont vrais.
Autrement dit, cet énoncé entraine tous les autres. Cette caractéristique n’appartient qu’a
«faux ».

e Voco ((E = q) AN(F = ¢)) = ¢ dit que quelque soit I'’énoncé ¢ qu’on ait & démontrer, on peut le
faire en démontrant (E = ¢) A (F' = ¢), autrement dit en faisant deux démonstrations de g,
I'une sous ’hypothése E, 'autre sous I’hypothése F. C’est bien ainsi qu’on utilise £V F comme
hypothese, et cela s’appelle le raisonnement pas disjonction des cas.

o Voca (Veex (E = q)) = ¢ dit que quel que soit 'énoncé ¢ qu'on ait & démontrer, on peut le
faire en démontrant V,.cx (F = ¢), c’est-a-dire en déclarant d’abord = € X, en supposant E et
en démontrant ¢ dans ce nouveau contexte. C’est bien ainsi qu’'on utilise habituellement une
hypothese d’existence.

C’est bien entendu le fait que tous ces énoncés commencent par V,cq qui les rend utiles quand
ce sont des hypothéses. En effet, ce V,co est une incitation a remplacer ¢ par I'énoncé qu’on doit
démontrer.

On peut évidemment compiler les énoncés 1, FV F et 3,cx E dans le contexte I'. On obtient des
expressions plutdt compliquées et assez illisibles, comme on I’a vu plus haut. On mesure ici I'utilité
du langage interne. Cette complexité a aussi pour conséquence que la sémantique de Kripke-Joyal
pour les connecteurs additifs est nettement moins intuitive que celle des connecteurs multiplicatifs.
Cette asymétrie est bien siir diie au caractére multiplicatif de la définition des topos.(1°)

PROPOSITION 112 (sémantique de Kripke-Joyal pour 1) Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

e L'énoncé L est vrai dans le contexte T'.

o Lobjet T est initial.
Lidée intuitive énoncé par cette propriété est que si L est vrai, autrement dit, si « faux » est vrai, c’est-a-dire
si on a atteint une contradiction, alors le contexte I' dans lequel on se trouve n’a pas d’instance. Du point de

vue informatique cela veut dire qu’il est impossible de remplir la pile de la machine avec des valeurs, méme
si cette pile est vide.('!)

10. A ma connaissance, personne n’a essayé de donner une définition additive des topos.
11. En fait, cela ne peut pas arriver avec une pile vide dans un systéme consistant.
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Le fait que L, qui est par définition V,cq ¢, est vrai dans le contexte I est équivalent a [¢|. qea) = T
d’apres la proposition 107 (page 237), c’est-a-dire a 7o = T (ou 1, = T si I est vide). Cette condition
implique que I est initial (exercice 224 (page 212)). Réciproquement, si I est initial, il n’y a qu'une
seule fleche de T vers P(2) et donc qu'une seule fleche de T x Q vers 2. Onadoncm, = T. 1

PROPOSITION 113 Tout topos a un objet initial 0, et si on a une fleche f : X — 0, alors X est initial.
Pour tout objet X, la fleche []: 0 — X est un monomorphisme. De plus, pour tout contexte T, LJ_JFT
est le sous-objet de T représenté par []: 0 — T.

Le sous-objet représenté par le monomorphisme [ ] : 0 — X sera noté () quel que soit 'objet X et appelé
« sous-objet vide » de X. Il est bien entendu inclus dans tout autre sous-objet, puisque 0 est initial.

Considérons le carré cartésien suivant dans un topos 7 :
P 1

O l iT
1

Q"
ot la fleche L : 1 — Q est par définition |L|,. Pour montrer que P est initial, il suffit d’apres
la proposition précédente de montrer que I'’énoncé | est vrai dans le contexte (x € P). Comme L
s'interpréte dans le contexte vide, on a [ L], .p) = L]y o () d’aprés I'exercice 235 (page 230). la
commutativité du carré ci-dessus montre que [ L], .p) = T. P est donc initial et sera désormais
noté 0.

0

—_—

Soit maintenant une fleche f : X — 0.Ona [L] .o = T, donc [ L] cx) = [LIf[2]/yl] sex) =
[L] (ye0) © f = T, ce qui montre que X est initial. Il en résulte que deux fleches f,g : Z — 0 sont
nécessairement égales, donc que [ | : 0 — X est un monomorphisme pour tout objet X.

Par définition de 'objet P, la fleche () : P — 1 est L', c’est-a-dire | L | @T. On a par récurrence sur la

longueur de I' en utilisant 'exercice 235 (page 230) que | L] = | L], o (), et donc que [J_JFT est un
pullback de 'unique fleche 0 — 1 le long de () : T — 1. Il y a une fleche de la source de ce pullback
vers 0. Cette source ne peut donc étre qu'un objet isomorphe a 0 (que nous notons donc encore 0).

0 Oi>1

l lo |

T 1——0Q
€

Ce pullback est le monomorphisme [] : 0 — T et il représente le sous-objet de fleche caractéristique
L.

[

O

EXERCICE 251 Soit T un topos, X un objet de T, et f : X — P(X) un épimorphisme. Montrer que
T est dégénéré (Théoréme de Cantor).

PROPOSITION 114 (sémantique de Kripke-Joyal pour V) Lénoncé E V F est vrai dans le contexte I’

si et seulement si les monomorphismes LEJFT et LFJFT recouvrent T.
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Supposons que E V F, cest-a-dire V,cq ((E = ¢) A (F = ¢)) = ¢ soit vrai dans le contexte I'. Soient

a,B : T — Z deux fleches telles que o o LEJFT =Bo LEJFT et ao LFJFT =fBo LFJFT. Il s’agit de
montrer que o = 3, autrement dit que o < 8 = T. La fleche a < 3 :

r— % yxz—= .0

~_

axpf
est représentée dans le langage interne par I'expression (o = 3)[_].(1?)
D’apres I'exercice 241 (page 237), I’énoncé
(E=(a <xB)LD)ANEF=(a<xp)L]) = (e =<p)[]

est vrai dans le contexte I'. Il suffit donc d’apres les propositions 111 (page 241) et 108 (page 238)
de montrer que les énoncés E = (o =< §)[_] et F = (« = B)[_] sont vrais dans le contexte I'.

_—

1
axB’ J/
Q

axp

4

H<————e@

LE] "

Lhypothese a o LEJFT = fo LEJFT entraine que la fleche =< o{«, ) o LEJFT, c’est-a-dire (o =

B)o LEJFT est égale a T. La fleche en pointillé rendant commutatif le diagramme ci-dessus existe
donc, ce qui démontre que E = (« =< ()[_] est vrai d’apres la proposition 111 (page 241).

Réciproquement, supposons que LEJFT et LFJFT recouvrent I'. Il s’agit de montrer que ’énoncé
(E = q) AN(F = q)) = q est vrai dans le contexte I'(¢ € Q). Soit ¢ : Z — T x Q telle que
L(E = @) AN (F = q))]rgeq) © ¢ soit vraie. D’apres la proposition 111 (page 241), il suffit de montrer
que [¢]p(yeq) © ¢ est vraie. On a:

L(E = a) AN(F = a))]pge) ©¢
= (LEJF(qESZ) op=|q JF(qGQ) ‘P)
/\(LFJF(qGSZ) oY= I_q I'(gef) )
d’ou il résulte que [E]r,cq)° ¢ = [¢rgen) © » et [Flrge) © ¢ = [@rgeq) © ¥ sont vraies. Par

ailleurs, puisque F est intelligible dans le contexte I', on a \_EJF(qu) op = |E|] om op. Dans le
diagramme ci-dessous, tous les carrés sont cartésiens :

° e x ° 1
(LEJr(qu)O‘P)T |\_EJFT T

Z T x0 T 0

4 w

LE]rgen)

12. Noter quon a (o < B)[] = |a[ ] = B[]y
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et ([E]ren) ocp)T est donc un pullback de LEJFT le long de m o ¢. La méme chose étant

vraie pour F', la proposition 90 (page 211) montre que les monomorphismes (\_EJF(qGQ) o <p)T et
(LF]r(geq) © ¢)" recouvrent Z. Comme ils sont inclus dans (la)rgen) © ©) ', on voit que ce dernier
monomorphisme représente le sous-objet plein de Z, et donc que |¢] r(geq) © ¥ st vraie.

PROPOSITION 115 (sémantique de Kripke-Joyal pour 3) Soit E un énoncé du langage interne dans
le contexte I'(x € X). Les conditions suivantes sont équivalentes :

e Jd.cx E est vrai dans le contexte T.
o Il existe un épimorphisme e : Z — T et une fleche lLEJWEX)T
f:Z — X telsque |Elpcx o (e f)=T. F(meX)?Q
r(z€X)
. ' . hi
e 0 [Elpe X)T est un épimorphisme : cpimoTPEme l’”

r

Supposons d’abord que |3,cx F|. soit vraie, c’est-a-dire que :
|(Veex (B = q)) = QJF(qu) =T

On va montrer le troisiéme point. Soient donc o, : I' — Z deux fleches telles que o o 7 o

LEJF(%X)T = fBom o LEJF(IE){)T. Il s’agit de montrer que o = f3, c’est-a-dire que o < § = T,
ou encore que | (o =< f)[_]| = T. Lhypothése et 'exercice 241 (page 237) montrent que :

[((Veex (E=(a xB)[]) = (@ xPlr =T

I1 suffit donc d’apres la proposition 111 (page 241) de montrer que | (Vyex (E = (a < B)[ )] =T,
Cest-a-dire que | = (o =< B)[]|r,ex) = T, ouencore que [E]r,cx) = [(a < B)[]Jpom =T, ce
qui est équivalent a :

-

(¢ xpB)om o LEJF(mex) =T

Mais ceci résulte immédiatement de nos hypotheéses.
Le troisieme point entraine trivialement le deuxiéme, en prenant e = m; o |E|

-
T2 O LEJF(IEX) .
Montrons pour finir que le deuxiéme point entraine le premier. On suppose donc qu’on a un épi-
morphisme e¢ : Z — T et une fleche f : Z — X telles que LE]rex) © (e, f) = T. On doit montrer
que:

[(Vaex (B =q) = lpgeay =T

Soit p : U — T x Q une fleche telle que |V, cx (E = @)]r(gen) ©¢ = T. 1l suffit d’apreés la proposition
111 (page 241) de montrer que LQJF( ey °oP =T, c’est-a-dire que m o ¢ = T. Dans le diagamme
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commutatif ci-dessous, les quatre carrés sont cartésiens :

° ° A
" (e, Y
UxX —=(TxQ)x T'x X Q

px1 w1 X1 I.EJF(zeX)

T ™1 ™1

U L T'xQ - T

. .
LEE
N M

et on doit juste montrer que la fleche en pointillé est T. Comme 7 o (e, f) = e est un épimor-
phisme, la proposition 90 (page 211) montre que 7 o 1 est un épimorphisme. Par ailleurs, I'hypo-

these |Viex (F = q)JF(qu) o = T peut s’écrire (exercices 238 et 239 (page 237)) :

LEJF(qu)(;cEX) o(px1)= LqJF(qu)(zEX) o(px1)=T

En composant a droite avec ¢, en interprétant g, et en utilisant ’exercice 235 (page 230), on obtient :
LEJF(xeX)O(Wl x1)o(px1)op=mopomoyp=T

Mais comme on voit sur le diagramme que | E |1 (,c x)o(m1x1)o(px1)ot) = T, on obtient myopomi o) =
T =T om oty. Comme 71 01 est un épimorphisme,ona mop=T.H

4.5 Preuves.

Nous disposons maintenant dans le langage interne de tout topos 7 des notions d’énoncés
construits avec les connecteurs logiques usuels |, T, A, V, =, V, 3, et bien str —, plus les égali-
tés a = b. On a donc envie d’utiliser les principes structurels de démonstration vus au chapitre
1 pour « prouver » qu'un énoncé donné est vrai. Toutefois, la question qui se pose est celle de la
robustesse, c’est-a-dire celle de savoir si un énoncé démontré de cette facon est bien vrai dans le
topos 7. Noublions pas en effet, que la notion d’« énoncé vrai » a déja été définie (définition 83 (page
236)), et qu’elle n’a a priori aucun rapport avec la notion de preuve structurelle. Que tout énoncé
structurellement démontrable soit vrai dans le topos 7 doit donc étre démontré. Pour établir cette
propriété de robustesse, nous allons d’abord décrire des regles de calcul valables pour le langage
interne, puis décrire en quoi consiste une preuve structurelle dans le cas du langage interne d'un
topos, ce en quoi nous ne ferons que reprendre pour I’essentiel ce qui a été fait au chapitre 1. Nous
pourrons alors prouver le théoréeme de robustesse.

On peut se demander pourquoi on n’utilise pas le théoréeme de robustesse (proposition 9 (page 55)) en prouvant
d’abord que tout topos fournit un modele de Heyting-Beck-Chevalley. La raison tient a la fagon dont la logique
a été introduite dans un topos. Dans le cas des exemples du chapitre 1, les modeles usuels et graphiques se
prétaient bien a cette méthode, car la condition de Beck-Chevalley pouvait étre montrée d'une fagon directe.

Dans le cas qui nous occupe maintenant, les fleches 3¢ et V¢ ne sont pas encore définies, et on ne peut a fortiori
pas parler de condition de Beck-Chevalley. Ces fleches seront définies plus loin (section 4.6.5 (page 263)), et
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leur définition va utiliser la propriété de robustesse des preuves structurelles pour les topos. On aurait pu
procéder autrement, mais cela aurait été sans doute plus compliqué, et de toute facon pas dans I'état d’esprit
de ce texte, qui consiste a utiliser systématiquement le langage interne pour établir les propriétés des topos.

4.5.1 Calculs.

On peut prouver une égalité en faisant des calculs, lesquels n’utilisent aucune regle de démonstra-
tion, mais seulement des «régles de calcul ». Les régles de calcul se divisent en deux sortes :(1%)

e celles qui produisent des « égalités premieéres », c’est-a-dire sans utiliser d’égalités préalable-
ment établies, que nous appelerons «régles premieéres »,

e celles qui produisent des égalités a partir d’autres égalités, que nous appelerons « régles de
propagation de I’égalité », ou plus simplement « regles de propagation ».

On notera que la vérité d’'une égalité dépend du contexte. Une égalité a = b qui n’est pas vraie dans
le contexte I" peut étre vraie dans le contexte I'(z € X).

Les regles premiéres dépendent directement de la syntaxe des expressions du langage considéré.
C’est le cas d’'une regle comme 7; o (f,g) = f, souvent utilisée jusquici dans le cas du langage
machine, qui dépend de la syntaxe des expressions caractéristiques des produits. On remarque
qu’on n’a pas besoin de supposer qu'une égalité ou plusieurs égalités soient vraies pour que cette
égalité soit vraie.

Au contraire, les regles de propagation sont le plus souvent les mémes pour tous les langages. En
ce qui nous concerne nous utiliserons les suivantes :

DEFINITION 91 Reégles de propagation de ’égalité :
o Symétrie de l'égalité : b = a se déduit de a = b, dans tout contexte.
o Transitivité de I’égalité : a = c se déduit de a = b et b = ¢, dans tout contexte.

o Régle de substitution : si a = b alors tla/x] = t[b/z], oi t est interprétable dans le contexte
I(z € X), aet bdans le contexte T.

e Reégle de persistance : si a = b dans le contexte T, alors a = b dans le contexte T'(x € X).

e Regle d’invariance par a-équivalence : si b est produit & partir de a par une série de renom-
mage des variables liées, alors a = b dans tout contexte ot a et b sont interprétables.

On remarque que la réflexivité de 1’égalité, a savoir a = a pour tout terme «a, est une regle premiere.

En ce qui concerne le langage interne des topos :

DEFINITION 92 Régles premieres de calcul pour le langage interne d’un topos (valables dans tout
contexte) :

e a=aq,
e a = x(siletype de aest 1),
* p1((a,0)) = a, pa((a, b)) = b,
e (pi(a),p2(a)) = a,

13. C’est assez arbitraire, mais on en comprendra les raisons plus loin.
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e ac{reX|E}=EFE[a/z],
o {re X |xe€ A} = A (pourvu que v ¢ VL(A)).
PROPOSITION 116 Les régles de calcul du langage interne d’un topos sont valides, c’est-a-dire

qu’elles produisent des égalités vraies (a partir d’égalités vraies dans le cas des régles de propa-
gation).

En effet, pour les régles premieéres :
o Réflexivité : on a bien str |a| = |a]}.

Singleton : [a]. est 'unique fleche de T vers 1, tout comme | * ..

Projections d'une paire :

[p1((a,0))]p = mo(lalp, [b]r)

= laJp
de méme pour la régle concernant p,.
e Paires de projections :
L(pr(a), p2(a))lp = (miolalp,melalyp)
= (m,m2)o la]p
= |a)p

Appartenance a un ensemble défini en compréhension :

lac{zr e X|E}y = 3o([{zxe X[E}|, la]p)
3 o(Xx (LE]p@ex)) Lalr)
3 o(Ex([Elpgex)) x 1) o (1, [a]p)
= LEJF(zEX) o (1, a]p)
(exercice 219 (page 207))
— | Bla/a]l;
(proposition 104 (page 233))

e Compréhension a partir d'une appartenance :

fzeX[ze Aty = Ex(lz€Alrgex))

(exercice 235 (page 230), car ¢ VL(A
= Xx(30([A]p x 1))
= Xx(3)o[Alp

(exercice 219 (page 207))

LAlr

Regles de propagation :
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e Symétrie : résulte de la symétrie de I'égalité entre fleches.

e Transitivité : résulte de la transitivité de I'égalité entre fleches.

Substitution : résulte de la proposition 104 (page 233).

Persistance : résulte de I'exercice 235 (page 230).

Invariance par a-équivalence : résulte de la proposition 103 (page 233). ®

4.5.2 Robustesse du fragment multiplicatif.
Nous nous intéressons maintenant a la notion de démonstration pour les énoncés du langage in-
terne d’'un topos.

Un «séquent » est de la forme F Fr F, ou E et F sont deux énoncés du langage interne interpré-
tables dans le contexte I'. Un tel séquent est dit « valide » si LEJFT C LFJFT.

Une régle de démonstration (réversible) de la forme :

Si,.... S
S
ou Sq,...,S, et S sont des séquents est dite « valide » si la validité de tous les séquents de la famille
S1,...,Sk est équivalente a la validité du séquent S. Une regle (non réversible) :
Si,.... S
S
est «valide » si la validité de tous les séquents de la famille Sy, . . ., Sy entraine la validité du séquent

S.

Nous allons montrer plus loin que les regles de démonstration suivantes (chaque regle est précédée
de son nom entre parenthéses) sont toutes valides pour tous les topos (o1 ’égalité a = b résulte d’'un
calcul, et ou ¢ est un terme de type X dans le contexte I') :

. Err F,Ftr G
=) d _—
Sra=s ez ) —FEra

Erp F Eltre F
(dec) r (rep) I'(zeX)
E '_F(:veX) F E[C/I] l_I‘ F[C/l‘]
T)—— 1)
(M Err T @) 1lbp F
(L B b F L PR F
" HFp EAF " HVKFp F
HANEbFrp F
Gl
Hfr E = F
EFriex) F HbFrex) F
) L(z€X) 3) I(z€X)
EFF V’EGXF erxH'*FF

Ces regles sont les mémes que celle du chapitre 1, c’est-a-dire celle qui définissent la notion de
démonstration « structurelle » ou « intuitionniste ».
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PROPOSITION 117 Les régles de démonstration :

(O)EPFF,FI—FG )
Efr E EfrG Efp T

(:)m (id)

ot a = b résulte d’un calcul, sont valide pour le langage interne de tout topos.

Comme a = b résulte d’un calcul, on a |a| = |b]}, ce qui donne |a = bJF—r =T = LTJFT. La validité
des deux regles suivantes est immédiate par réflexivité et transitivité de la relation d’inclusion des

sous-objets. Enfin la derniére est valide puisque tout sous-objet de I est inclus dans | T | FT =I.m

PROPOSITION 118 Les régles de démonstration :

Etp F (rop) EFrpex) F
EbFrgex) F Elc/z] Fr Flc/x]

(dec)
sont valides pour le langage interne de tout topos.

On a vu que le pullback d'un monomorphisme le long d'une fleche quelconque est un monomor-
phisme et que 'opération de pullback est croissante pour la relation d’inclusion entre monomor-
phismes (c’est-a-dire entre les sous-objets représentés par ces monomorphismes) (section 2.2.8
(page 119)). D’apres l'exercice 235 (page 230), on a LEJF(we x) = |E|p o ™1, ce qui montre que

LEJF(xE X)T est un pullback de LEJFT lelong de m; : T x X — I. La premieére régle est donc
valide par croissance du pullback. Par ailleurs, la proposition 104 (page 233) dit que |E[c/z]| =

LErex) © (F L¢)p), done que LE[C/:E]JFT est un pullback de LEJF(%X)T le long de (1, [c]r). La
validité de la deuxiéme regle résulte donc elle aussi de la croissance du pullback. m
PROPOSITION 119 Les régles de démonstration :

(/\\ H+-r EHbFr F (:> HANEFr F
g Htr ENF Hrr E=F

sont valides pour le langage interne de tout topos.

(A) Supposons que LHJFT C [EJFT et LHJFT C LFJFT. On a LHJFT C [E/\FJFT gréce au carré
cartésien de la proposition 110 (page 239).

Réciproquement, si on a LHJFT C |EA FJFT, on a LHJFT C LEJFT par la proposition 109 (page

239), et de méme |H|.' C |F|. .

(=) D’apres la proposition 111 (page 241) la validité de tout séquent E +r F est équivalente a la
validité du séquent T - E = F. Il suffit donc de montrer que le séquent T Fr (H A E) = F est
valide si et seulement si le séquent T Fr H = (F = F) est valide, autrement-dit que I'énoncé
(H A E) = F est vrai si et seulement si '’énoncé H = (F = F)) est vrai.

Supposons (H A E) = F vrai, c’est-a-dire la fleche |(H A E) = F | o ¢ vraie quelle que soit la fleche
¢. D’apres les propositions 108 (page 238) et 111 (page 241), | F'|. o ¢ est vraie pour tous les ¢ telles
que |H| oy et |E| o soient vraies. On voit donc que si | H | o ¢ est vraie, | F'|. o ¢ est vraie dés
que |E| o ¢ est vraie, autrement-dit H = (£ = F) est vrai. On raisonne de méme dans l'autre
sens.
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PROPOSITION 120 La regle de démonstration :

EF F
(V) r'zeX)
EbrVeex F

est valide pour le langage interne de tout topos.

Supposons d’abord que |E|p ¢ X)T C LF]rue X)T. Comme FE est interprétable dans le contexte I',
ona |Elp,cx) = [E]pom d’apres I'exercice 235 (page 230), et donc [E]r, X)T est un pullback de

| E| FT le long de 7;. C’est donc un monomorphisme équivalent au monomorphisme LEJFT x 1x,et
on a le diagramme commutatif :

-
~ LF]rsex)

I'x X

o x X

LEJp " x1x
dans lequel ¢ est un isomorphisme. On doit montrer que
[Ble" c e e X | FY={ze X T}
et pour cela il suffit de montrer que |[{r € X | F} ={z € X | T} o0 LEJFT =T.0Ona:
{zeX|F}={reX|T}HrolEl'
= Sx(|Flr@ex) o By = Ex(T)o By

= Ex([Flruex)© (Bl " x 1x)) = Ex(T)

T

Pour montrer que cette derniére expression est égale a T, il suffit de montrer que LFJF(QJE x) ©
(LEJFT x 1x) =T, ce qui résulte immédiatement de l'existence de la fleche 1.

Réciproquement, supposons que

freX|F}={eeX|THpol B, =T

Le calcul ci-dessus montre que [ F'|1,cx o ( |E|." x1x) =T, donc que LEJF(%X)T - LFJF(wex)T. [
Etablissons quelques conséquences des regles ci-dessus. Si les deux séquents F +r F et F tr F
sont valides, on dit que F et F sont équivalents, ce qu’on note £ Hr F. Cest une conséquence
immeédiate de la régle (o) que si on remplace I'un des deux membres d’'un séquent valide par un
énoncé équivalent, on obtient un séquent valide. Par ailleurs, il résulte immédiatement de la com-
mutativité et de 'associativité implicite de la virgule qui sépare les séquents dans le « numérateur »
d’une regle que les connecteurs A et V sont associatifs et commutatifs (a équivalence pres).

PROPOSITION 121 Les séquents et équivalences suivants sont valides pour le langage interne de
tout topos :
1lHr EAL EHr ENT EANFFr E EANFtr F
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THrEVT Ev1itHr FE Etrr EVFE Ftrr EVF
(E= F)ANEtrpr F  (modus ponens)

La technique est bien connue (chapitre 1), et consiste en I'utilisation de I'unité ou de la co-unité de
I'adjonction représentée par la regle. Par exemple, la régle (A) donne :

EAFFrE,EANFFp F
EAFI-EAF

On obtient donc les séquents valides EA F - E et EAF br F en utilisant la régle (id). La validité
de EFr EAT résulte de (A), (id) et (T), etc... m

PROPOSITION 122 Le séquent de « particularisation » (ou de « spécialisation ») :
Veex EFr Ela/x]

est valide dans tout topos pour tout terme a de type X dans le contexte T'.

On part du séquent V,cx E Fr V.cx F qui est valide par la régle (id). La régle (V) montre que le
séquent V,cx E Fr,ecx) E est valide, puis la régle (rep) montre que V,cx E br E[a/z] est valide. m

4.5.3 Robustesse du fragment additif.

Comme les connecteurs additifs sont définis comme des « macros » a partir des connecteurs mul-
tiplicatifs, la validité des regles les concernant se déduit de la validité des regles concernant les
connecteurs multiplicatifs. La méthode consiste a « démontrer » les régles de démonstration des
connecteurs additifs en utilisant les régles de démonstration des connecteurs multiplicatifs.

PROPOSITION 123 la régle de démonstration :

(L)

1Fp F

est valide dans tout topos.

Comme | est V,eq ¢, cest un cas particulier de la régle de particularisation (proposition 122 ci-
dessus). B
PROPOSITION 124 La régle de démonstration :

L PR b F
"THVKF F

est valide dans tout topos.

Supposons que les séquents H tr F et K b1 F soient valides. Il en est alors de méme des séquents
Ttr H= FetTtr K= F, donc du séquent T tr (H = F) A (K = F). On peut prendre
Veea (H = ¢) A (K = q)) = ¢ comme hypothése et la particulariser a . On conclut par modus
ponens.
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Réciproquement, on doit montrer que
Voo (H=q) N(K = q)) = qbr F

entraine H +r F et K Fr F. Traitons le premier cas. On peut prendre H comme hypotheése, et on
doit prouver F'. Pour cela il suffit (par transitivité) de prouver V,cq ((H = ¢) A (K = ¢)) = ¢ dans
le contexte I', donc de prouver ((H = ¢q) A (K = ¢)) = ¢ dans le contexte I'(¢ € ) ou encore de
montrer que H A (H = ¢) A (K = ¢) entraine ¢, ce qui est clair par modus ponens. B

PROPOSITION 125 La régle de démonstration :

Hbrex) F
5
deex Hbr F

est valide dans tout topos.

Supposons que H Fr,¢cx) F soit valide. On doit prouver que
Voo (Veex (H=q)) = qbr F

est valide. On peut prendre V,co (Voex (H = ¢)) = ¢ comme hypothese et la particulariser a F.
On obtient (V,cx (H = F)) = F. Par modus ponens, il suffit donc de prouver V,cx (H = F)
dans le contexte I, c’est-a-dire de prouver H = F dans le contexte I'(z € X). Mais ceci résulte
immédiatemment de notre hypothese de départ.

Réciproquement, on doit montrer que
Voea (Veex (H = q)) = qFr F

entraine H Fp,cx) F. On peut prendre H comme hypothese, et on doit prouver F. Pour cela il
suffit de prouver V,co (Veex (H = ¢q)) = ¢ dans le contexte I'(z € X), clest-a-dire de prouver
(Vzex (H = q)) = ¢ dans le contexte I'(x € X)(¢ € Q). On peut prendre V,cx (H = ¢) comme
hypothese, et il reste a prouver ¢, toujours dans le contexte I'(z € X)(q € 2). En particularisant la
derniere hypothese a = on obtient H = ¢ et on conclut par modus ponens. =

Il est d’'usage de prouver un énoncé d’existence de la forme 3, x F en « exhibant » un terme a tel
que Ela/z] soit vrai :

PROPOSITION 126 Le séquent d’« exhibition » :
E[a/x] l_F 3aceX E

est valide dans tout topos pour tout terme a de type X dans le contexte T.

(id) donne le séquent J,cx E' Fr 3,cx E. La régle (3) donne E Fp(,cx) Jz.ex E, puis (rep) donne
E[a/a:] }_1" HIEX E.nm

PROPOSITION 127 (Robustesse) Soit T un topos. Si dans le contexte I' on peut prouver structurelle-

ment l’énoncé E du langage interne de T, alors E est vrai dans T, c’est-a-dire que LEJFT =T.

En effet,ona T +r E, donc LTJFT =TcC LEJFT d’apres les propositions précédentes. B

EXERCICE 252 Montrer que la régle (dec) est conséquence de la regle (3) et est aussi conséquence de
la regle (V).
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4.54 DLalgebre de Heyting « externe » Sub(X).

On a introduit, pour tout objet X d’une catégorie C, la collection Sub(X) (dont on suppose qu’elle
est un ensemble) dans la section 2.1.11 (page 93) (définition 36), et on a remarqué que Sub(X)
est ordonné par la relation d’inclusion entre sous-objets (notée C). De plus on a remarqué que si
Sub(X) est muni d’'une structure d’algebre de Heyting dont la relation d’ordre est I'inclusion, alors
cette structure est déterminée de facon unique. Les opérations de cette structure seront notées N
(intersection), U (réunion) et — (différence). De plus, on a montré dans la section 2.2.8 (page 119)
que X — Sub(X) est un foncteur dés que la catégorie C a des produits fibrés, et que pour toute
fleche f: X — Y, Sub(f) : Sub(Y) — Sub(X) est croissante. Enfin, on a montré que l'intersection
N sur Sub(X) existe dés que C a des produits fibrés, et que Sub(f) préserve les intersections. Nous
allons maintenant montrer que dans un topos, Sub(X) est une algebre de Heyting, et que Sub(f)
est un morphisme d’algeébres de Heyting.

Remarquons d’abord que si A et B sont deux sous-objets d'un objet X d’'un topos 7, alorsona A C B
si et seulement si x4 = xp = T : X — Q. En effet, ceci découle immédiatement de la proposition
111 (page 241). Définissons maintenant les éléments () et X de Sub(X) et les opérations binaires
N, U et — sur Sub(X) en imposant les relations :

* xo =L

® XX = T

® XAnB = XA NXB

® XAUB = XA V XB

® XB-A = XA = XB

Ceci définit bien ces éléments et opérations car x : Sub(X) — T (X, Q) est bijective.

PROPOSITION 128 Les éléments et opérations définis ci-dessus font de Sub(X) une algebre de Hey-
ting pour lordre de linclusion des sous-objets.

e Il s’agit de montrer que () € Sub(X) est le plus petit élément. Soit A € Sub(X). Comme
1L =xa=T,onaxy=xa=1T,donc)C A.

e Il s’agit de montrer que X est le plus grand élément de Sub(X). Soit A € Sub(X). Comme
(xa=T)=T,ona ACX.

e On doit montrer que pour tout Z € Sub(X), Z C AN B est équivalenta Z C Aet Z C B. Or,
Z C ANBestéquivalent a xz = xanp = T,donca xyz = (xaAxg)=T,doncaxz = xa=T
et xz = xp=T,cest-a-direa Z C Aet Z C B.

e On doit montrer que pour tout Z € Sub(X), AU B C Z est équivalent a A C Z et B C Z.
Or, AU B C Z est équivalent & xyaup = xz = T, cest-a-dire & (x4 V xp) = xz = T, donc a
Xa=xz=Tetxg=xz=T,etfinalementa AC Zet BC Z.

e On doit montrer que pour tout Z € Sub(X), ZNA C BestéquivalentaZ c B—A.Or,ZNA C
Best équivalent a xzna = xp = T,donca (xzAxa) = xg = T,doncaxz = (xa=x5) =T,
doncaZcB—A.nm

Bien entendu, comme la structure d’algebre de Heyting est déterminée par la relation d’ordre, ces
notions coincident avec celles que nous avons déja rencontrées sous le méme nom. Précisément,
l'intersection définie ici est la méme que l'opération inf de ’exercice 142 (page 120), la partie pleine
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X est représentée par la fleche identité de X, et la partie vide () est représentée par le monomor-
phisme []: 0 — X de la proposition 113 (page 244).

Remarquons maintenant, que le diagramme suivant étant formé de deux carrés cartésiens :

—_— ) >

° 1
X—Y ——=0Q
f XA

L]
Sub(f)(A)l

0N & Xsub(f)(4) = X4 © f. On en déduit :

PROPOSITION 129 Soit f : X — Y une fleche dans un topos T. Alors Uapplication Sub(f) :
Sub(Y) — Sub(X) est un morphisme d’algeébres de Heyting.

On sait déja que Sub(f) est croissante et préserve les intersections (section 2.2.8 (page 119) et
exercice 142 (page 120)). On va montrer qu’elle préserve I'implication. Les autres cas sont laissés
au lecteur. Soient A et B deux éléments de Sub(Y).On a:

XSub(f)(B—4) = XB-a©f
(xa=xB)of
(xaof)=(xpolf)
= XSub(f)(B)-Sub(f)(4) B

4.6 Utilisation du langage interne.

4.6.1 Extensionnalité.

Nous introduisons 'abréviation A C B pour Ve x € A = z € B, ou A et B sont deux termes de
type P(T") dans le contexte I'.

On notera que la vérité de A C B dans le contexte I" est équivalente a celle z € A = = € B dans le
contexte I'(z € T') et que :

lz € Alrery = 2 oAlAlr@er) )
= 2o([Apom,m)
= 3o(lA]p x17)

Nous prouvons maintenant une propriété qui est un axiome en théorie des ensembles.

PROPOSITION 130 (Extensionnalité pour les ensembles) Soient A et B deux termes de type P(T)
relatifs au contexte I'. Les énoncés A C B et B C A sont vrais dans le contexte I' si et seulement si
l’énoncé A = B est vrai dans le contexte I.

Si A = B est vrai dans le contexte T, il I'est encore dans le contexte I'(z € T)(S € P(T)). Dans ce
dernier contexte on a le terme x € S. Par substitution, on déduit (x € A) = (z € B) dans le contexte
I(xz € T), et donc a fortiori (x € A) = (x € B) par la proposition 111 (page 241). Il en résulte que
Veer (x € A) = (x € B) dans le contexte I'.
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Réciproquement, supposons que A C B et B C A dans le contexte I'. Les énoncés x € Aet x € B
sont alors équivalents dans le contexte I'(z € T') d’ot1 on déduit qu’ils sont égaux (exercice 246 (page
241)). On a donc successivement :

So(lAlp x1p) = 30o(|Blp x17)
Sr(3o(|Alp x 1)) = Sr(3 o[ By x 17))
Lr(3)o|Aly = Zr(3)o|Blp
LAJF = LBJF

c’est-a-dire que A = B est vrai dans le contexte I'.

On aura également besoin de la proposition suivante :

PROPOSITION 131 Pour toute fleche f : X — Y, Uénoncé © = y = f[z] = fly] est vrai dans le
contexte (v € X)(y € X).

Eneffet,ona |2 =y ,cx)yex) ==t XXX = Qet [flz] = [yl pex)ex) =< o(fx[) : X xX = Q.

Comme =< o(f X f)oA=x<o0Aof=T,onvoitque A : X — X x X se releve le long de =< o(f x f)T.
Mais cela signifie d’apres la proposition 111 (page 241) que = = y = f[z] = f[y] est vrai dans le
contexte (r € X)(y € X). ®

4.6.2 Monomorphismes et épimorphismes.

Le fait qu’une fleche d’'un topos soit un épimorphisme s’exprime dans le langage interne comme sa
« surjectivité » :

PROPOSITION 132 Soit f : X — Y une fleche d’un topos. f est un épimorphisme si et seulement si
Uénoncé Vycy Jyex y = flz] est vrai (dans le contexte vide) dans le langage interne du topos.

SiVyey Jzex y = f[z] est vrai dans le contexte vide, on a un diagramme commutatif :
Z
(e,g)

Y x X Q
Ly=F1=l) (yevy@ex)

dans lequel e est un épimorphisme, d’apres la sémantique de Kripke-Joyal pour V et 3 (propositions
107 (page 237) et 115 (page 246)). Par ailleurs, |y = f[:c]J(yey)(xeX) == o(l x f). On a donc =<
ofe, fog) =T, cest-a-dire e = f o g, et f est un épimorphisme.

Réciproquement, en faisant Z = X, e = f et ¢ = 1 dans le diagramme ci-dessus, on a toujours un
diagramme commutatif, puisque < o(1 x f)o(f,1) == o(f, f) = T. Comme f est un épimorphisme,
on en déduit par la proposition 115 (page 246) que 3.cx y = f[z] est vrai dans le contexte (y € V),
puis que V ey Jzex y = f[z] est vrai dans le contexte vide par la proposition 107 (page 237). B

De méme, une fleche d’'un topos est un monomorphisme si et seulement si I'’énoncé du langage
interne qui exprime son « injectivité » est vrai.
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PROPOSITION 133 Soit f : X — Y une fleche d’un topos. [ est un monomorphisme si et seulement
si l’énoncé Ve x Vyex flz] = fly] = x = y est vrai (dans le contexte vide) dans le langage interne du
topos.

Veex Vyex flz] = fly] = x = y est vrai dans le contexte vide si et seulement si flz] = fly] =
x = y est vrai dans le contexte (z € X)(y € X). Or |f[z] = f[yl] zex)yex) =< o(f x f) et [z =
Yl (zex)(yex) = =- Comme par ailleurs z = y = flz] = fly] est vrai, on voit quon a < o(f X f) =x,
et que f est alors un monomorphisme (exercice 229 (page 212)).

Réciproquement, si f est un monomorphisme, on a le carré cartésien de l’exercice 136 (page
118),d’o1 on conclut que = o(f x f) ==, et donc que f[z] = fly] = = = y est vrai dans le contexte
(reX)yeX).nm

EXERCICE 253 Montrer que si dans un topos on a un objet X tel que la diagonale A : X — X x X
soit un isomorphisme, alors X est isomorphe a un sous-objet de 1.

Des deux propositions précédentes et de la proposition 80 (page 204), on déduit :

PROPOSITION 134 Une fleche f : X — Y d’un topos est un isomorphisme si et seulement si l’énoncé
Vyey Alzex y = flz] est vrai dans le contexte vide. B

Si f: X — Y est une application entre deux ensembles, on sait la décomposer en une surjection
suivie d’'une injection :
X tom(n—sy

La méme chose est faisable dans tout topos et est appelée « décomposition épi-mono ».

PROPOSITION 135 Soit f : X — Y une fleche quelconque d’un topos. On a le diagramme commuta-

tif :

ET

X Y Q
f E

ou F = |Tpex y = f[x]J(yey) et ou 1) est un épimorphisme. Le sous-objet de Y représenté par le

monomorphisme E est appelé I’<image » de f. Lobjet Z pourra étre noté Im(f).

On doit d’abord montrer existence de v, c’est-a-dire le fait que f se reléve le long de E . Pour cela
il suffit de montrer que Fo f = T.On a:

Eof = |Zexy=flzl]lyey)of
= |Feex flz] = f[xU(ng)

Or I’énoncé J,cx f[z] = f[z] est conséquence de f[z] = f[z] par exhibition (proposition 126 (page
254)) dans le contexte (z € X).

Pour montrer que v est un épimorphisme, il suffit d’apres la proposition 132 de prouver struc-
turellement I'énoncé V.cz J.cx z = ¢[z] dans le contexte vide. Soit z € Z. On doit montrer
Jeex z = ¥[z]. On a E[E[2]], cCest-a-dire 3,cx E'[z] = f[z]. Soit donc z € X tel que E ' [2] = f[x].
OnaE'[z] = ET[¢[z]] car f = ET 01, et comme E' est un monomorphisme, on a z = ¢[z]. ®
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EXERCICE 254 Soit T un topos, et A un objet de T. On rappelle que toute fleche f : X — A s’écrit
f=E;" oy, o Ef est la fleche |3pex y = f[xH(yeA), et oty 1) est un épimorphisme.

(a) Soit m : Z — A un monomorphisme. Montrer qu’une fleche f : X — A se factorise a travers m si

et seulement si E; ' se factorise a travers m.

L'ensemble Sub(A) des sous-objets de A est un ensemble ordonné, et peut donc étre vu comme une
catégorie. On suppose que pour tout sous-objet S de A, on a choisi un monomorphisme S représentant
S.

(b) Montrer que U'application S — (S) se prolonge de fagon unique un en foncteur i : Sub(A) — T /A
(ot (S) est la fleche S vue comme un objet de T /A).

(¢) Montrer que le foncteur i de la question précédente a un adjoint & gauche.

EXERCICE 255 Soit T un topos. On rappelle que la fleche — : Q@ — §Q (négation) est par définition
|l = L] (z€Q) La notation du langage interne —[z| (oit = est une variable de type Q) pourra étre
abrégée en —u.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :(**)

e — est un monomorphisme,
e — est une involution,

e — est un épimorphisme.

EXERCICE 256 (Higgs('®)) Soit f : X — Y un monomorphisme dans un topos T.

(a) Soient a et b deux termes du langage interne de T tous deux de type X dans un méme contexte T.
Montrer que I'énoncé du langage interne (f[a] = f[b]) = a = b est vrai dans le contexte I.( 6)

On suppose désormais que X =Y = (.

(b) Montrer que l’énoncé du langage interne de T : Vqcqa flg] = (f[T] = q) est vrai dans le contexte
vide.

(c) Méme question pour l’énoncé V,cq f[fl4]] = a.
(d) Méme question pour l’énoncé V,cq flq| = fIf1f[d]]]-
(e) En déduire que tout monomorphisme de Q) vers lui-méme est une involution.

(f) Que pensez-vous de laffirmation : “dans un topos quelconque T, Q est intérieurement fini”?

EXERCICE 257 Montrer que dans un topos, le carré :

x—t.ovy

g9

est cartésien si et seulement si l’énoncé du langage interne :

Vyer Vaez ] = g2 = Foex y = fla] Az = klz]

14. On rappelle que 'équivalence - FE < ———FE est structurellement démontrable. On ne demande pas de la redémontrer.
15. Il ne s’agit pas du pére, Peter Higgs, du boson éponyme, mais du mathématicien britanique Denis Higgs (1932-2011).
16. On fera attention au fait que I" est quelconque, et en particulier pas nécessairement vide.
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est vrai dans le contexte vide.

4.6.3 Le principe de description.

Sif: X — Y est une fleche quelconque dans un topos, on peut considérer la fleche obtenue en
composant les deux fleches :

Xxy -2 yxy—=.0

et qui n’est autre bien sar que |y = f[z]] (zex)(yey)- Cest un prédicat interne sur X x Y qui définit
donc un sous-objet de X x Y qu’on peut appeler le « graphe » de f. En théorie des ensembles,
on définit les fonctions via leur graphe, une fonction étant juste une relation dont le graphe est
«fonctionnel ». On a un mécanisme analogue dans tout topos, une sorte de « théoréme des fonctions
implicites », qu’on appelle plutét « principe de description ».

PROPOSITION 136 (principe de description) Soit [ : X x Y — Q un prédicat interne sur X x Y. Si
l’énoncé
vwEX E”yEY f[x,y}
est vrai dans le contexte vide, alors il existe une unique fleche ¢ : X — Y telle que fo {(lx,p)=T:
f

XxY Q

(Ix,0)

X

c’est-a-dire telle que Vycx f|z, p[x]] soit vrai dans le contexte vide.

Intuitivement, 'hypothése dit que la partie de X x Y définie par f est un graphe fonctionnel : pour tout z € X,
ilyaunetunseuly €Y tel que le couple (z,y) soit dans le graphe. Pour récupérer la fonction correspondante,
il suffit donc de montrer que la projection de ce graphe sur X est un isomorphisme. En composant l'inverse de
cet isomorphisme avec la projection sur Y, on obtient la fonction en question.

Introduisons la fleche fT : G — X x Y, pullback de T le long de f et posons v = m o f'. Si on
montre que u est un isomorphisme, on pourra poser ¢ = w3 o f Tou™!, et on aura
fol(lx,p) = fo(mofloutimoflou™)
_ f o fT o u—l

= T

Il suffit donc d’apres la proposition 134 (page 258) de prouver structurellement ’énoncé

Veex E”gEG T = u[g}
dans le langage interne du topos. Soit donc 2z € X. Par hypothése, on a 3,cy f[z, y]. Il existe alors

g € G tel que f"[g] = (z,y). En effet, considérons le diagramme :

G———1

/ ifT lT
<e7w> Q

T—X XY

Sk

X
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dans lequel la fleche (e, ¢) (ou e est un épimorphisme) est donnée via le lemme 115 (page 246) par
le fait que I'’énoncé 3,cy f[z,y] est vrai dans le contexte (z € X). Comme, par ce méme lemme,

fo(ep) =T,il existe une fleche § : T — G telle que f' o 6 = (e, ). On voit alors que 7, o f ' 06
est un épimorphisme, et qu’il en est donc de méme de u = 7 o f', et on a donc prouvé I'énoncé
Syec @ = ulg)

Si par ailleurs u[g’| = =, alors f[z,73[f ' [¢']]] et Thypothése d’unicité donne y = m5[f ' [¢']], donc

(z,y) = (z,m[f"[¢]]), donc g = ¢’ puisque f' est un monomorphisme. Ainsi, u est un isomor-
phisme. B

Lhypothese d’unicité est indispensable dans cette démonstration. En effet, dire que 1’énoncé

VIEX EIyEY f[‘ray}

entraine I'existence d’une fleche ¢ : X — Y telle que fo(lx, ) = T, revient a supposer que tout épimorphisme
a une section. Cette propriété n’est pas vérifiée dans tout topos. Quand elle I'est on dit que le topos satisfait
I'« axiome du choix externe ».

PROPOSITION 137 Soit m : A — X un monomorphisme dans un topos T. Alors la fleche caractéris-
tique de m, x,, : X — Q est donnée par :

Xm = LEGEA xr = m[a’” (xeX)

Notons y : X — Q la fleche |Joen 2 = m[d]] ¢ x). Vérifions d’abord que yom = T.Ona:

xom = |Jaeaxz=mla]]ex)om
= [Faca m[b] = mlal] e a) (exercice 236 (page 235) (a))
T (proposition 126 (page 254))

Le carré ci-dessous est donc commutatif, et il reste 4 montrer qu’il est cartésien. On se donne donc
une fleche f : Y — X quelconque, telle que x o f = T et il suffit de prouver que f se reléve le long
de m.

A——1
7
@
C PR

Y — X — Q
Ona |Joca © = mlal] ,ex)o f =T, donc Juca f[y] = m[a] est vrai dans le contexte (y € Y). Comme
m est un monomorphisme, on prouve facilement 3!, 4 f[y] = m[a] toujours dans le contexte (y € V),
donc Vyey loea fly] = m[a] dans le contexte vide. Le principe de description nous donne alors une
fleche ¢ : Y — A, telle que f[y] = m[o[y]] soit vrai dans le contexte (y € Y), ce qui signifie que
f=mop.1

EXERCICE 258 Soit X un objet dans un topos T. Montrer que la fleche caractéristique x, de la
fleche singleton o : X — P(X) (définition 71 (page 212)) est |, cx © € A] (AeP(X))-

EXERCICE 259 Soit X un objet dans un topos T. Soient f : A — X et g : B — X deux monomor-
phismes. On note h : C — X et k : D — X des monomorphismes dont les fleches caractéristiques xy,
et X1 sont respectivement x ¢V Xq €t X5 A Xg-
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(a) Montrer qu’il existe des fleches «, (3, 7y et 6 uniques telles que le diagramme suivant soit commu-

tatif :

D—% A

f
k
B X v
h
g
B——=C
s

et que ces fleches sont des monomorphismes.

(b) Montrer que le carré formé par les fleches «, 3, v et § est cartésien.

(¢) Montrer que le carré formé par les fleches «, 3, v et § est cocartésien.

4.6.4 Exponentielles.

PROPOSITION 138 Tout topos a des exponentielles.

Soient X et Y deux objets d’un topos 7.

Nous construisons Y~ et ev : Y™ x X — Y al’aide du langage interne, en suivant notre intuition ensembliste.
Intuitivement, Y~ est 'ensemble des fonctions de X vers Y. Si on identifie chaque fonction & son graphe, on
voit qu'on peut définir Y~ comme une partie de P(X xY). Lévaluateur associera a toute paire (¢, z) € Y~ x X
l'unique élément de Y tel que le couple (z,y) soit dans (le graphe de) . Il sera défini a 'aide du principe de
description.

Dire qu'une partie S de X x Y est un graphe fonctionnel est dire que I'énoncé V,cx Iycy (z,y) € S
est vrai. On posera donc :

f=Vaex Ayey (2,9) € Slgepxxy) 1 P(X xY) = Q

et on définit YX comme la source de la fleche f .

YX

fT

P(X xY) ———>Q

Noter que (intuitivement) pour tout ¢ € YX, f[y] est juste le graphe de ¢.

On définit ’évaluateur par son graphe, lequel est caractérisé (intuitivement) par le prédicat in-
terne :

-
L(zy)ef [¢]] (peYX)(zeX)(yeY)

(YX x X)xY Q

qui dit que pour ¢ € Y¥, 2z € X et y € Y, le couple (z,y) est dans le graphe de ¢.

Par définition de Y, 'énoncé V,c x3!ycy (z,y) € f ' [¢] est vrai dans le contexte (¢ € Y~), puisqu’il

est égal a (f o f7)[p]. Il est équivalent de dire que Vipa)ey X xx Myey (2,y) € fT[¢] est vrai dans le
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contexte vide. Le principe de description montre alors qu’il existe une unique fleche ev : YX x X —
Y telle que :

|(z,y) € fT[SO]J((Ap,z)GYX xX)(yey) © (lyxxx,ev)=T
ou encore que (z,ev[p,z]) € f'[p] est vrai dans le contexte (p € Y¥)(z € X). De plus, si (z,y) €
fT[¢] alors y = ev|p, ], & cause de la propriété V,cx3yey (z,y) € ' [¢].

Il reste & prouver que pour toute fleche ¢ : Z x X — Y, il existe une unique fleche X : Z — Y ¥, telle
queevo (A x1lx)=1.

Z x X —> Y
/\Xlx /
YX x X
ce qui peut encore se faire a I'aide du principe de description. Noter que la commutativité du

diagramme ci-dessus s’exprime par la vérité de 'énoncé [z, z] = ev[A[z],z] dans le contexte (z €
Z)(x € X), ce qui est équivalent a celle de V,cx ¢[z, 2] = ev[A[z], ] dans le contexte (z € Z).

Il suffit donc de prouver ’énoncé :
ey x Veex Yz, 2] = evip, 7]
dans le contexte (z € Z). Posons S, = {(x,y) € X XY | y = ¢[z,z]}. Lénoncé f[S,] est alors :
Vaoex yey (2,y) € S:

cest-a-dire V,cx Jlycy y = Y[z, 2], qui est vrai, d’otr il résulte que 3!,y x fT[¢] = S. est vrai dans
le contexte (z € Z).

Pour terminer, il suffit de montrer que f'[¢] = S, est équivalent & V,cx [z, 2] = ev]p, ] dans

le contexte (z € Z)(¢ € Y). Supposons f'[p] = S.. Soit € X. On a (z,ev[p,z]) € f'[p], donc
(x,ev[p,z]) € S,, cCest-a-dire ev[p, x] = [z, z].

Réciproquement, si ev[p, 2] = 1z, x| est vrai dans le contexte (z € Z)(¢ € Y™)(z € X), on a
S, ={(z,y) € X xY |y = ev[p, 2]} dans le contexte (z € Z)(¢ € YX). Il en résulte que f ' [¢] C S..

Si maintenant (z,y) € S., alors y = ev[p, z] et (z,y) € f' [¢]. Ona donc S, C f'[¢] et on conclut en
utilisant la propriété d’extensionnalité (proposition 130 (page 256)). B

EXERCICE 260 Montrer qu’on a les isomorphismes
Ax(3): P(X) — Q¥ Yx(ev): Q¥ - P(X)

naturels en X et inverses l'un de Uautre.

EXERCICE 261 Montrer que dans tout topos l'objet P(0) est isomorphe & 1.

4.6.5 L'algebre de Heyting « externe » Sub(X).

On a introduit précédemment la notion d’« élément généralisé de X du point de vue de Z ». Un
tel élément est juste une fleche de Z vers X. Dans la méme veine, on peut introduire la notion
de « partie généralisée de X du point de vue de Z ». Il s’agit cette fois d'une fleche Z — P(X).
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Intuitivement, on peut y penser comme a une partie usuelle de X paramétrée par un « élément »
de Z. Formellement, une partie généralisée de X du point de vue de Z sera vue soit comme un
élément de 7(Z,P(X)), soit comme un élément de Sub(Z x X).

En théorie naive des ensembles, on utilise couramment des opérations (et prédicats) sur les par-
ties d'un ensemble, comme l'inclusion, l'intersection, la réunion. Ce sont ces concepts que nous
définissons maintenant pour les parties généralisées.

DEFINITION 93 Soient Z et X deux objets d’un topos T, et f,g: Z — P(X) des parties généralisées
de X du point de vue de Z. On définit :

e le prédicat interne Z _Jeo Q comme

[Voex @ € flz] = z € g2]] Len)
o les parties généralisées fNg, fUget g— f de X du point de vue de Z, respectivement comme :

Hze X |z e fledl Az eglal}] e
{z e X |z € fle]Va€glzl}] cpn
{z e X |z e flel =z € glzl} ez

e les parties « vides » et « pleine » de X du point de vue de Z respectivement comme :

Hz e X | L} cez)
{z e X | T} ez

e la relation < sur T(Z,P(X)) en posant que :

<y si et seulement si fcg=T

PROPOSITION 139 Muni de la relation < définie ci-dessus, T(Z,P(X)) est une algebre de Heyting,
avec la partie vide et la partie pleine comme plus petit et plus grand élément, les opération N, U et —
comme conjonction, disjonction et implication. (")

Ceci résulte immédiatement du fait que les principes structurels de preuve sont valables pour le
langage interne. Il en résulte par exemple que (E'A F) = G est équivalent & £ = (F = G), d'ot1 on
déduit que f Ng < h si et seulement si f < h — g, pour toutes parties généralisées f, g et h de X,
etc...m

Comme 7 (Z,P(X)) est en bijection naturelle avec Sub(Z x X), ce dernier ensemble est aussi une
algebre de Heyting. On vérifie facilement que la relation < définie ci-dessus correspond a I'inclusion
des sous-objets. En particulier, en faisant Z = 1, et comme 1 XX est canoniquement isomorphe a
X, on voit que Sub(X) est une algébre de Heyting pour la relation d’inclusion des sous-objets. On
Pappelle I'« algebre de Heyting externe » de X.

PROPOSITION 140 Soit f : X — Y une fleche dans un topos. Alors :

o pour tout objet Z, Uapplication P(f). : T(Z,P(Y)) = T(Z,P(X)) est un morphisme d’algébres
de Heyting,

17. Toujours avec la convention que b — a correspond a a = b et non pas b = a.
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o il existe des fleches uniques 3¢,V : P(X) — P(Y) telles que pour tout objet Z, (35), 41 P(f). -
(V)

Commencons par définir 3 et V; en imitant avec le langage interne ce qu’on sait faire dans le cas
des ensembles. On pose donc :

Iy = WyeY|dexy="flz]nz e At sepx))
Vi = HyeY |Voex y=flz] =2 €A} 4epx)
Montrer que (3¢). - P(f). consiste & montrer que pour toutes fleches g : Z — P(X)eth: Z —

P(Y),on a (3f).(g9) < h siet seulement si g < P(f).(h), autrement-dit 3; o g < h si et seulement si
g <P(f)oh.Or:

Jrog = HyeY|Fhexy=flzl Az €glz]}] en
P(f)oh Hz € X | fla] € hl2l} (2c )
Par ailleurs, g = |g[2]] ,cz) et b = [h[z]],cz), et la relation d'ordre est I'inclusion. On doit donc

simplement montrer 'équivalence des énoncés suivants du langage interne dans le contexte (2 €
Z):

{yeY|dexy=Fflzlnzeglz]} C hl7]
glz] © {z e X|flz] €hlz]}
ce qui constitue un exercice de mathématiques élémentaires, dont on vérifie qu’il se traite structu-
rellement. L'unicité de la fleche 3, résulte de I'exercice 18 (page 19) et du fait que si ¢, = ., alors
0«(1p(x)) = ¥«(1p(x)), donc ¢ = ¢. Dadjonction P(f). 4 (Vs). se traite de la méme maniére.

D’apres l'exercice 43 (page 41) il suffit pour terminer de montrer que P(f).(h) — P(f)«(g9) <
P(f)«(h — g) pour toutes fleches g,h : Z — P(Y), ce qui revient a démontrer dans le langage
interne que :

(flz] € glz] = flz] € hl2]) = flz] € (h = g)[2]

dans le contexte (z € Z)(x € X), ce qui résulte immédiatement du fait que :

(h—g)lzl={yeY |ycglz]=>ychlz]}m

Comme 7(1,P(X)) s’identifie & Sub(X), les fleches (3y).,(Vy). : T(1,P(X)) — T(A,P(Y)) in-
duisent des applications 3¢,V : Sub(X) — Sub(Y’), qui sont, comme l'affirme la proposition précé-
dente, adjointes a gauche et a droite de 'application P(f) : P(Y) — P(X).

EXERCICE 262 Soit f : X — Y une fleche dans un topos. Montrer que le carré :

X —=P(X)

1)

Y — PY)
ol o est la fleche singleton (définition 71 (page 212)), est commutatif.
PROPOSITION 141 (Condition de Beck-Chevalley) Dans un topos, soit un carré cartésien :

x—tovy

1)

J ——T
g
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Alors les carrés suivants sont commutatifs :

Px) 2L p(y) Px) <L p(y)
N !
P(2) <—P(T) P(2) <—P(T)

On traduit d’abord le fait que le carré donné est cartésien (exercice 257 (page 259)), puis en em-
ployant le langage interne on refait la démonstration du cas ensembliste (exercice 26 (page 20))
dont on vérifie facilement qu’elle est structurelle. m

EXERCICE 263 Montrer que si m est un monomorphisme dans un topos, on a P(m)o 3,, = 1 et
P(m)oVy, =1

La proposition suivante nous fournit quelques outils concernant les sommes dans les topos.

PROPOSITION 142 Soient X et Y deux objets dans un topos T. On suppose qu’il existe une somme
X +Y de ces deux objets.( 18) Onnoteiy : X - X+Yetia: Y = X +Y. les deux inclusions
canoniques. Alors,

(a) Les fléches iy et i3 sont des monomorphismes.

(b)Ona x;, =[T,L]et xi, =[L, T

(© Onaliy|Nlia] =0et [i1]U[iz] = X +Y (oit X +Y représente le sous-objet plein de l'objet X +Y).
(d) La fleche [T, 1] : 14+1 — Q est un monomorphisme (de méme que [ L, T]).

(e) Lénoncé Vycx+y Jpex u=i1[z] V Iyey u = iz[y| est vrai dans le contexte vide.

On utilisera la fleche () : V' — P(X) définie pour tout objet V par § = [{z € X | L}] .

(a) Le foncteur P : 7~ — T préserve les limites puisqu’il a un adjoint & gauche. Il transforme
donc l'inclusion canonique 4 : X — X + Y en (une fleche isomorphe &) 7 : P(X) x P(Y) = P(X).
Comme 7 a (1,0) pour section, 7; est un épimorphisme. Comme P reflete les épimorphismes, i;
est un épimorphisme dans 7, c’est-a-dire un monomorphisme dans 7.

(b) Considérons le carré cartésien :
f

Z ——X

g

1T>P(X)

Alors, dans le contexte (z € Z), on a I'égalité {x € X | L} = {f[z]}, ou le singleton {f[z]} est bien
sir {x € X | z = f[2]}. Comme f[z] € {f[z]}, on voit que f[z] € {z € X | L}, d’ot1 on déduit L
(autrement-dit, un singleton ne peut pas étre vide). L'objet Z est donc initial d’apres la proposition
112 (page 243).

Supposons maintenant qu'on ait deux fleches v : U — X et v : U — Y telles que i3 o u = i3 o v.
Alors, en composant a gauche avec [(0,0), (0§, 0)], on obtient o o u = (), et & cause du carré cartésien

18. On prouvera plus loin (proposition 147 (page 272)) qu'une telle somme existe toujours.
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précédent, on a une fleche U — Z ~ 0 ce qui implique que U est lui aussi un objet initial. En
conséquence, le carré :

0——Y

.

X—X+4+Y

i1

est cartésien, et on voit que y;, 0i; = L. De cette égalité et de x;,0i2 = T, on déduit que x;, = [L, T].
Lautre égalité se démontre de méme.
(¢) On voit donc que (xi, A Xi,) 091 =T AL =_1etdeméme (x;, Axi,) 0tz =1, donecx; Axi, =1
et [i1] N [iz] = 0. On déduit de méme [i1| U [ia| = X +Y de x4, V X5, = T-

(d) 11 suffit de démontrer structurellement 'implication [T, L][z] = [T, Ll]ly] = = = y dans le
contexte (r € 1+1)(y € 1+ 1). On suppose donc que [T, L][z] = [T, L][y], cest-a-dire que x;, [z] =
Xi, [y]. Comme on a x;, [x] V x;,[x] = T, on peut raisonner par disjonction des cas. Dans le premier
cas, xi, [z] = T, donc 3,¢1 = = i1[z]. On peut donc déclarer z € 1 tel que = i;(z). De méme, on a
unt € 1 tel que y = 4, (¢). Mais on doit avoir z = ¢, donc « = y. Dans le second cas, on a x;,[z] = T,
donc x;, [x] = L puisque x;, [z] A xi,[z] = L. On en déduit que x;, [y] = L, donc que y;,[y] = T, car
Xi: [Y] V Xi,[y] = T. On conclut comme précédemment.

(e) C’est une conséquence immédiate de x;, V x;, = 7.1

4.6.6 DLalgebre de Heyting « interne » P(X).

Dans la définition 93 (page 264) on a introduit les opérations binaires C, U, N et — portant sur
deux parties généralisées d’'un objet X du point de vue d’'un objet Z, de méme que les opérations
nullaires « partie vide » et « partie pleine » portant sur zéro partie généralisée de X du point de vue
de Z.

Dans le cas des opérations binaires, remplacons Z par P(X) x P(X) et considérons les deux parties
généralisées m; et m2. On obtient les fleches :

o m Cmp:P(X)xP(X)—Q

e m Ume: P(X) x P(X) = P(X)
e T N : P(X) x P(X) = P(X)
o T —m : P(X) x P(X) = P(X)

qu’on notera plus simplement C, U, N et —, et qu'on appellera «inclusion interne », « réunion in-
terne », « intersection interne » et « différence interne ». De méme, dans le cas des opérations nul-
laires, en remplacant Z par 1, on obtient les fleches :

e ):1—-P(X)
e X:1—-P(X)

qu’on appellera « partie vide interne » et « partie pleine interne » de X.

DEFINITION 94 Un objet X d’un topos est dit « intérieurement ordonné » si on a une fléche :

XxX—=5Q

telle que, en notant x < y le terme < [x,y], les fleches :
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o [2<z] v X —=Q
o [(#<yAy<2)=2< 2] ex)yex)pex) X X X XX = Q
e [@<yAy<a)= 2=yl ex)yex) X XX 2 Q

soient toutes vraies.
PROPOSITION 143 Muni de l'opération interne C, P(X) est un objet intérieurement ordonné.

Comme la fleche C: P(X) x P(X) — Q est m; C 72, on voit par la définition 93 (page 264) qu’elle est
égale a :

Les propriétés qui en font un ordre interne sur P(X) sont donc des conséquences immédiates (et
structurelles) des propriétés de I'implication et de 'extensionnalité (proposition 130 (page 256)). B

DEFINITION 95 Soient deux objets X et Y d’un topos, tous deux munis d’'un ordre interne (noté <
pour X comme pourY). Soient f : X — Y et g:Y — X deux fleches. On dit que f est « intérieurement
adjointe a gauche » de g si I’énoncé :

Vaex Yyey f(z) <y ez <g(y)

du langage interne est vrai (dans le contexte vide).

Il n’est pas question bien sir de refaire tout ce qui a été fait dans le chapitre 1 sur les applica-
tions croissantes adjointes. Contentons-nous de rappeler au lecteur que tout ce qui a été démontré
structurellement reste valable dans un topos 7 quelconque, ce qui signifie précisément que tout
énoncé du langage interne de 7 qu’on peut démontrer structurellement est vrai dans le topos 7.
Quant a savoir ce que cela signifie en termes des fleches de 7T, et c’est 1a qu’il faut se méfier de son
intuition, reléve de la sémantique de Kripke-Joyal. Désormais on utilisera des résultats établis au
chapitre 1 pour affirmer des énoncés du langage interne d'un topos sans autre commentaire. Le
lecteur vérifiera lui-méme que les preuves invoquées sont structurelles.

De méme, la plupart des définitions données au chapitre 1 restent valables pour tout topos sous
forme d’une version interne. Par exemple, ce qu’est une « algébre de Heyting interne » doit mainte-
nant étre clair pour le lecteur. C’est bien stir un objet H d’'un topos, muni de fleches <: H x H — €,
ANV, = HxH— H, 1 T:1— H,pour lequel les axiomes des algebres de Heyting, exprimés dans
le langage interne, sont vrais. En particulier, il s’agit d’'un objet intérieurement ordonné. En compi-
lant les énoncés concernés, on obtient une définition des algebres de Heyting internes en termes de
diagrammes commutatifs. Traitons a titre d’exemple le cas de I'implication. La vérité de 1’énoncé
suivant dans le contexte vide :

VocH Vyer Voer 2Ny <28 <y=2

équivaut a | (z Ay < 2)| emyyemem = L& S Y= 2)] pem)yem em) cest-a-dire a la commuta-
tivité du diagramme :

HxHxHZ HxH

Q
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PROPOSITION 144 Pour tout objet X dans un topos, l'objet P(X) est une algébre de Heyting interne
pour lordre donné par linclusion interne. De plus, pour toute fleche f : X — Y, la fleche P(f) :
P(Y) — P(X) a une adjointe interne & gauche 3y et une adjointe interne a droite V.

Compte tenu de la définition des opération internes sur P(X), le fait que P(X) soit une algébre de
Heyting interne résulte des propriétés des connecteurs du calcul propositionnel. Par exemple, le
fait que l'intersection interne N soit intérieurement adjointe a droite de A est '’énoncé suivant du
langage interne :

Vaerx) VB.c)erx)xpx) (A,A) C(B,C) & ACBNC

qui est conséquence structurelle de la propriété correspondante du connecteur A du langage in-
terne, etc. ..

Les deux adjointes internes 3y et V; de P(f) ont été construites par la proposition 140 (page 264).
En effet, la fleche 3; par exemple est telle que (35). : T(Z,P(X)) — T(Z,P(Y)) soit adjointe a
gauche de P(f). pour l'ordre de la définition 93 (page 264), ce qui signifie, comme on l'a vu, que
les prédicats internes 3y 0 g C h et g C P(f) o h sont égaux pour toutes fleches g : Z — P(X) et
h:Z — P(Y).Enprenant Z = P(X) x P(Y), g = m et h = mo, on obtient que les énoncés

344 c B et AcCP(f)B]

du langage interne sont équivalents dans le contexte (A € P(X))(B € P(Y)), autrement-dit que
I’énoncé :
Vaep(x) Veer(v) 3flAl € B & A C P(f)[B]

est vrai dans le contexte vide. On traite de méme le cas de V;. ®m

EXERCICE 264 Soit T un topos. On rappelle qu’une «relation d’ordre interne » sur un objet X de T
est une fleche |x < y| (@eX)(yey) X X X = Q (prédicat interne sur X x X) pour laquelle les axiomes
des ensembles ordonnés sont vrais dans le langage interne de T. Par ailleurs, on a le foncteur P :
T = T, et pour toute fleche f : X — Y, on a la fleche s : P(X) — P(Y) intérieurement adjointe &
gauche de P(f) : P(Y) — P(X). Cette fleche est définie dans le langage interne de T par :

=y eY | Texy=fla]Av €A} gcpx)-

(a) Montrer que les applications X — P(X) et f — 3 définissent un foncteur P: T — T.
On pose :

nx = [{reX|z= a}J(aEX)
px = [z € X [3vepx)UeF Az €U peppxy)

(b) Vérifier que les transformations n: 1 — P et ji: P o P — P sont naturelles.
(¢) Montrer que (P, 1, n) est une monade sur 7.

Une algebre sur la monade (P, u,n) sera appelée une P-algébre. On utilisera la notation {x1,...,xx}
pour{ze€ X |z=a1V---Vz=uat}

(d) Soit (X,h) une P-algébre. On note x < y lénoncé h[{z,y}] = y du langage interne (dans le
contexte (v € X)(y € X)). Montrer que :

e (d.1) h[{z}] = x est vrai dans le contexte (xv € X),
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o (d.2) z € A= x < h[A] est vrai dans le contexte (x € X)(A € P(X)),

o (d.3) la relation < est une relation d’ordre interne sur X,

e (d.4) A C B = h|A] < h[B] est vrai dans le contexte (A € P(X))(B € P(X)),
e (d.5) toute partie de X a une borne supérieure pour la relation d’ordre <.

(e) Montrer réciproquement que si < est un ordre interne sur X, tel que toute partie de X ait une
borne supérieure donnée par une fleche h : P(X) — X, alors (X, h) est une P-algébre.

4.6.7 Ensembles et sous-objets.

Le langage interne d’un topos 7 fournit des expressions représentant des fleches de 7, mais il
ne fournit pas d’expression représentant directement des sous-objets. Par contre, on dispose d’ex-
pressions de type P(X), pour tout objet X, et donc d’'une notion d’« ensemble », et méme de « sous-
ensemble », qui ne doit pas étre confondue avec celle de sous-objet. Toutefois, on a pour tout objet
X de T, les isomorphismes canoniques :

T(1,P(X)) <= T(X, Q) ——> Sub(X)

qui nous disent qu’il est équivalent de considérer :
e une partie généralisée de X du point de vue de 1,
e un prédicat interne sur X,
e un sous-objet de X.

On peut donc tres bien « simuler » la manipulation des sous-objets en manipulant des expressions
du langage interne. En fait, un objet X étant donné, on est bien siir tenté de représenter un sous-
objet de X, disons dans le contexte vide, par une expression de la forme {2 € X | E}. Cette expres-
sion, comme on le sait, représente la fleche :

Ex (B (zex)) : 1 = P(X)

et le sous-objet correspondant est (| E] ¢ x))-

DEFINITION 96 Si A est un terme fermé (c’est-a-dire interprétable dans le contexte vide) de type
P(X) du langage interne du topos T, on conviendra qu’il représente le sous-objet 0([x € A] ) de
X. Autrement-dit, on abrégera 0(|x € A], x)) en écrivant simplement A.

Bien sir, tout ceci n’est viable que si ces correspondances (identifications) respectent les opéra-
tions de méme nom définies précédemment, comme l'intersection, la réunion et plus généralement
toutes les opérations des algebres de Heyting, sans oublier I'ordre de I'inclusion. Or, on a défini
I'inclusion pour les sous-objets dans la section 2.1.11 (page 93), pour les prédicats internes dans la
définition 89 (page 242) et pour les parties généralisées dans la définition 93 (page 264). Il est facile
de vérifier que ces définitions sont compatibles, autrement-dit, que pour tous prédicats internes
frg: X = Q,onaf < gsiet seulement si Xx(f) C Xx(g) si et seulement si 6(f) C 0(g), ce qui
n’est évidemment pas un hasard, puisque toutes ces définitions ont été données précisément pour
réaliser cette correspondance. L'inclusion étant respectée par ces identifications, il en est de méme
des parties vide et pleine, de I'union, de 'intersection et de la différence par unicité des adjoints.
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4.6.8 Monadicité de P.

Nous allons montrer que le foncteur P est monadique a équivalence prés en appliquant le théoréeme
de monadicité de Beck (proposition 77 (page 195)).

PROPOSITION 145 (R. Paré) Pour tout topos T, le foncteur P : T~ — T est monadique & équivalence
pres.

On sait déja que P a un adjoint & gauche, a savoir P~ : T — 7 . Soit maintenant h,k : A — B
deux fleches paralléles telles que les fleches P(h), P(k) : P(B) — P(A) aient un coégaliseur = scindé

par deux fleches set ¢ :
P(h)

m T

P(B)

t S

cest-a-dire tel que 7 o P(h) = moP(k), mos = 1g,som = P(k) ot et P(h) ot = 1p(p). Comme T a
toutes les limites finies, on a un égaliseur A de h et k :

Pour montrer que P crée a isomorphisme prés un coégaliseur (dans 7~ ) pour h et k, il suffit de
montrer que :
P(h)

m P(A)

P(B) P(4)

P(E)

est un coégaliseur et que si \' : E' — A est une autre fleche telle que ho X' = ko )\ et telle que P())
soit un coégaliseur de P(h) et P(k), alors X est isomorphe & \' comme cone sur le diagramme formé
par h et k.

En fait, le diagramme ci-dessus est un coégaliseur scindé :

P(h)

m P(A)
P(B) P(A)__ P(E)
In =Y

On va en effet prouver que P()\) o 3\ = 1p(g), I 0 P(A) = P(k) o Iy et P(h) 0 3y, = 1p(p).

Légalité P(h) ot = 1p(5) montre que P(h) est un épimorphisme. Comme P est fidele, il reflete les
épimorphismes, ce qui fait que h est un monomorphisme (dans 7). Par ailleurs, pour un monomor-
phisme quelconque m, on a toujours P(m) o 3,,, = 1 (exercice 263 (page 266)). Il ne reste donc plus
qu’a prouver que 3y o P(A\) = P(k) o 3p,. Or, on a le carré cartésien (exercice 144 (page 122)) :

_*.B

k

o

oA
h
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et la condition de Beck-Chevalley (proposition 141 (page 265)) montre que le diagramme :

P(E) —>P(B)
73(/\)T TP(k)
P(B) —— P(A)

est commutatif.

Pour finir, supposons que h o A = ko )\ et que P(\') soit un coégaliseur de P(h) et P(k). On doit
montrer que )\ est un égaliseur de h et k. Comme )\ est un égaliseur de h et k, on a une (unique)
fleche ¢ : E' — E telle que Aoy = )X. On a donc P(¢)) o P(\) = P()\'), mais ceci implique que
P(1) est un isomorphisme. Comme P refléte les isomorphismes (proposition 82 (page 205)), ¢ est
un isomorphisme et )’ est un égaliseur de h et k. ®

PROPOSITION 146 Pour tout topos T, le foncteur P : T~ — T crée les limites & isomorphisme prés.

Ceci résulte de la proposition précédente et de la proposition 71 (page 189) (voir également
Pexemple 29 (page 126)). m

PROPOSITION 147 (C.J. Mikkelsen) Soit T un topos. Si T a toutes les I-limites, il a toutes les T -
colimites. En particulier, tout topos a toutes les colimites finies.

Soit d : Z — T~ un Z-diagramme dans 7 . Alors P o d est un Z-diagramme dans 7, et a donc une
limite dans 7. Comme P crée les limites a isomorphisme pres (proposition 146 (page 272)), on voit

que 7~ a toutes les Z-limites, donc que 7 a toutes les Z* -colimites. m

EXERCICE 265 Montrer que dans un topos quelconque, un cocone :

S
X Y
est une colimite (somme) si et seulement si I’énoncé :

Vses (Foex s = flz]) V Blyey s = gly])) A ~Grex Fyev fla] = gly])

est vral dans le contexte vide.

EXERCICE 266 Montrer que dans un topos tout carré de la forme :

X" oXx4y

1 e

X — X' +Y'
3

est cartésien. Généraliser au cas d’une somme quelconque (et & l'une quelconque des inclusions de
cette somme).



Chapitre 5

Modeles.

Un expert est une personne qui a commis toutes les erreurs
possibles dans un domaine tres restreint.
Niels Bohr

Nous avons établi les principales propriétés de la structure de topos élémentaire dans le chapitre
4, et nous passons maintenant a des manieres de construire des topos, c’est-a-dire a la description
de «modeles » de la structure de topos. Il y a de nombreuses fagons de contruire des topos, et dans
ce chapitre, qui n’a bien str aucune prétention a I'exhaustivité, nous nous limitons aux topos de
préfaisceaux et aux topos de faisceaux.

5.1 Préfaisceaux.

op
Donnons-nous une catégorie C, et considérons la catégorie de foncteurs Ens® , qu’on notera aussi

C. Cette catégorie est appelée « catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur C ». Autrement dit, un
« préfaisceau d’ensembles sur C » est juste un foncteur contravariant de C vers Ens.

Le fait qu’on utilise C”* plutét que C dans cette définition est en théorie sans importance puisque C
est quelconque. La raison est historique. Les préfaisceaux ont d’abord été les foncteurs qui a chaque
ouvert d'un espace topologique associent un ensemble de fonctions définies sur cet ouvert, par
exemple les fonctions continues sur cet ouvert a valeurs dans R, ou plus généralement 'ensemble
des sections au dessus de cet ouvert de la projection d’un fibré. Il s’agit de foncteurs contravariants,
puisqu’une fonction (ou une section d’un fibré) définie sur un ouvert se restreint a un ouvert plus
petit. Toutefois, on a sans doute intérét a conserver des foncteurs contravariants, car cela permet
au plongement de Yoneda (section 5.1.2 (page 276)) d’étre covariant, ce qui est certainement plus
utile que d’avoir des préfaisceaux covariants.

On peut penser qu’il n’y a par contre pas de raison de se limiter a la catégorie des ensembles, et que n’'importe
quelle catégorie de foncteurs pourrait étre appelée « catégorie de préfaisceaux ». Ce n’est pas le cas pour
la raison que la catégorie C que nous considérerons ici est une catégorie localement petite modelée sur la
catégorie des ensembles, ce qui donne un sens a la notion de foncteur représentable, laquelle joue un roéle tres
important dans ce qui va suivre. Par ailleurs, le fait que C soit petite est une condition suffisante pour que
C soit un topos. En fait, on peut remplacer Ens par un topos 7 quelconque, a condition de définir la notion
de « catégorie interne » dans 7. Une telle catégorie interne C est faite des données suivantes. D’abord deux
objets X, et X; de 7 pour représenter '« ensemble des objets » et I'« ensemble des fleches » de notre catégorie
interne, et des fleches s,t : X; — Xpeti: Xo — X; de 7 pour représenter les opérations source, cible et
identité. On introduit ensuite le produit fibré X- des deux fleches t et s qui permet de représenter les paires
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de fleches composables. Il n’y a plus qu’a introduire la fleche X> — X; qui représentera la composition et a
imposer les équations qui caractérisent les catégories. On définit dans la méme veine les notions de foncteur
interne, de transformation naturelle interne, etc... y compris la notion de foncteur interne a valeurs dans 7
ce qui permettra de définir les « préfaisceaux internes ». Tout cela est rendu possible par le fait que 7 étant
un topos, on peut caractériser des « sous-ensembles » de X, par exemple I’« ensemble » des fleches entre deux
«objets internes », de maniere interne. On aurait pu présenter cette section sous cette forme, mais pour des
raisons de simplicité, et aussi de pédagogie, nous nous limitons & Ens. Noter qu'une petite catégorie n’est rien
d’autre qu’une catégorie interne a Ens. Le lecteur intéressé pourra opérer lui-méme cette généralisation, ou
consulter par exemple 'ouvrage de C. MacLarty [29] ou celui de S. MacLane et I. Moerdijk [28].

5.1.1 Ensembles hétérogenes et attributs.

Pour rendre le texte plus facilement intelligible, il est important d’avoir un vocabulaire approprié.
Il y a un vocabulaire qui provient de la théorie des faisceaux. Selon ce vocabulaire, pour un pré-
faisceau ¢ : C”* — Ens quelconque :

e les éléments de 'ensemble ((X), ou X est un objet de C seront appelés des « sections de ¢ au
dessus de X »,

e si f: X — Y estune fleche de C, 'application {(f) : ((Y) — ((X) est appelée «restriction » ou
«restrictionde Y a X ».

Eventuellement, les objets de C seront appelés des « ouverts ». Nous utiliserons ce vocabulaire de
temps en temps, surtout quand il sera question de faisceaux pour une topologie de Grothendieck.
Toutefois, on peut se faire une autre image mentale des préfaisceaux. Celle que nous introduisons
maintenant est sans doute plus élémentaire et souvent plus intuitive, en particulier quand il s’agit
de préfaisceaux sur de tres petites catégories. On a noté qu'un préfaisceau ¢ d’ensembles sur C est
d’abord la donnée d’'un ensemble ((X) pour chaque objet X de C. Une fagon intuitive de voir ceci
est de considérer qu'on a un seul ensemble, mais que ses éléments sont de différentes « sortes ». Un
tel ensemble est donc « hétérogene » contrairement aux ensembles usuels. Par exemple, un graphe
¢, qui est un préfaisceau sur la catégorie a deux objets :

1@0@1@1

est constitué de deux ensembles ((0) (les sommets du graphe) et ((1) (les arétes du graphe). On
peut remplacer ces deux ensembles par un seul, précisément par leur union disjointe, et voir un
graphe comme un ensemble a deux sortes d’éléments : les sommets et les arétes. D’'une maniere
générale, les éléments de ((X) pourront étre appélés « éléments de sorte X », ou plus simplement
« éléments » quand on considere des éléments de sorte quelconque. Dans le cas ou les sortes ont
des noms, on utilise directement ces noms pour parler des éléments. Par exemple, dans le cas des
graphes, on dira « sommet » plutét que « élément de la sorte sommet ».

Les fleches de C établissent des relations entre éléments des différentes sortes. Dans le cas des
graphes, il y a essentiellement deux relations s et t, qui « attachent » les arétes aux sommets. En
réalité, il y a quatre relations car il y a aussi les deux fleches identité. Mais bien entendu, ces
relations sont déterminées par tout graphe qui engendre la catégorie C. Par exemple, dans le cas
du groupe G = Z/nZ vu comme une catégorie a un seul objet, les préfaisceaux sur G peuvent étre
vus comme des paires (X, f), ou f : X — X est une fonction telle que /™ = 1. Il n’est pas nécessaire
de se donner toutes les puissances de f pour définir un tel préfaisceau. Ceci est di au fait que le
graphe constitué de 'unique objet * de G et de I'élément 1 (qui engendre le groupe) vu comme une
fleche de * vers *, engendre la catégorie G.
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Bien sir, les relations dont il vient d’étre question sont des relations fonctionnelles, c’est-a-dire
que pour chaque fleche f : X — Y de la catégorie C, on a une application ¢((f) : {(Y) — {(X), et
pas seulement une relation entre les ensembles ((Y) et ((X). La fleche f étant donnée, a chaque
élément y de sorte Y du préfaisceau ¢ on associe donc de manieére systématique un élément bien
défini de sorte X, qu’on peut appeler '« attribut de nom f » de y. Bien siir, comme c’est le cas pour
les sortes, les attributs peuvent avoir des noms. Par exemple, dans le cas des graphes, « source »
et « cible » sont des noms d’attributs pour les arétes du graphe. On parlera donc dans ce cas de la
«source » d’'une aréte plutoét que de '« attribut de nom source » de cette aréte. le fait que C soit une
catégorie se traduit ici par le fait que tout élément est attribut de lui-méme, et que tout attribut
d’un attribut est lui-méme un attribut. Un morphisme de préfaisceaux est bien siir une application
qui respecte les sortes et les attributs. Noter qu’il suffit pour cela que les sortes soient respectées
de méme que les attributs appartenant a un graphe engendrant la catégorie C.

Dans le cas des ensembles « ordinaires », qu’on peut voir comme des préfaisceaux sur la catégo-
rie singleton 1, on retrouve bien une seule sorte d’éléments et pas de relation entre les éléments
(hormis l'identité). Le fait que les topologues algébristes aient appelés « ensembles simpliciaux »
les préfaisceaux sur la catégorie A révele qu’ils les considerent effectivement comme des sortes
d’ensemble hétérogeénes, ayant une infinité dénombrables de sortes d’éléments qu’on appelle les
«n-simplexes ». Cette facon de voir les préfaisceaux peut étre tres utile, en particulier pour avoir
une bonne intuition sur des notions comme celle de sous-préfaisceau (sous-objet).

Dans la suite de ce chapitre nous allons utiliser dans les exemples quelques catégories de préfais-
ceaux d’'une maniere récurrente. Ces catégories ont été choisies pour leur simplicité, et aussi parce
qu’elles représentent des situations usuelles en mathématiques et de nature habituellement consi-
dérées comme différentes. Il faut tres certainement avoir quelques notions sur les catégories pour
voir une similitude de structure entre un graphe et un ensemble sur lequel agit un groupe. L'exa-
men de ce que deviennent les diverses notions introduites ci-dessous sur chacun de ces exemples,
met en relief le caractéere unificateur de la théorie des catégories.

Nos catégories « fétiches » de préfaisceaux seront donc les suivantes :

4 op . . . N
e La catégorie 1 = Ens' qui s’identifie & celle des ensembles. Il n’y a qu’une seule sorte
d’éléments, a savoir les éléments des ensembles au sens ordinaire.

e La catégorie G des graphes, ot G est la catégorie a deux objets O et 1, représentée sur la
figure précédente. Il y a bien str deux sortes d’éléments, les sommets et les arétes, chaque
aréte a deux sommets pour attributs. Noter qu'une catégorie trés similaire a G est 2, ot 2
est lordinal 2 vu comme une catégorie. Nous aurons l'occasion de nous en servir plus loin
(exemple 61 (page 293)).

e La catégorie M = Ens™ v des M-ensembles et applications M-équivariantes pour un mo-
noide M donné. Il n’y a qu'une seule sorte d’élément, mais chaque élément a pour attributs
chacun de ses translatés sous 'action de M. Le cas particulier ou M est un groupe retiendra
aussi notre attention.

e La catégorie A des ensembles simpliciaux, ou A est la catégorie dont les objets sont les en-
sembles ordonnés [n] = {0,...,n}, et dont les fleches sont toutes les applications croissantes
(au sens large). Il y a une infinité de sortes d’éléments, une pour chaque entier naturel. Les
attributs sont les opérations de face §; : [n] — [n + 1] "'unique application croissante injec-
tive dont 'image ne contient pas i) et de dégénérescence s; : [n+ 1] — [n] ('unique application
croissante surjective telle que i ait deux antécédents), et bien sir toutes leurs compositions.( ')

1. Une catégorie similaire a celle des ensembles simpliciaux est celle des ensembles dendroidaux, dont l'intérét vient
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5.1.2 Plongement et lemme de Yoneda.

Soit C une catégorie localement petite. A chaque objet Y de C on peut associer le préfaisceau X —
C(X,Y)(définipar (f: X — X')— (f*: C(X")Y) = C(X,Y)) sur les fleches). On note ce préfaisceau
Y ou Y(Y) et on appelle un « préfaisceau standard » ou «le préfaisceau standard de Y ». Il est bien
entendu représentable avec (Y, 1y) pour classifiant. On a alors un foncteur ) : C — C, défini sur les
objets et sur les fleches par :

~

Y

}_>
(p: Y =Y = (p=¢,:YV' oY)
qu’on appelle « foncteur de Yoneda », ou « plongement de Yoneda ».(2) Noter que ¢ est un morphisme
de préfaisceaux (transformation naturelle) parce que f* oy, = @, o f* pour toute fleche f : X — X',
EXEMPLE 53 Voyons ce que sont les préfaisceaux standard dans nos catégories fétiches, et & quoi ressemble
¢ pour une fleche ¢ de C.

e Comme 1 n’a qu'un objet (x), % est le seul préfaisceau standard, et %(x) = 1(*, *) est un singleton. Si
on identifie 1 & Ens, ce préfaisceau devient donc un ensemble singleton, qu’on appellera le « singleton
standard ». Bien siir, comme la seule fleche de 1 est 11, 1 est 'identité du préfaisceau standard #.

e Dans le cas de G, les préfaisceaux standard sont O et 1. On a :

(0) = G(0,0) = {10}
(1)=96(1,0)=0

(0) =G(0,1) = {s, t}
(1) =6(1,1) = {11}

Les préfaisceaux standard 0 et 1 sont donc les deux graphes suivants :

S O
> >

11

®, s® ——> 0y

et les fleches & et t sont les deux inclusions du premier graphe dans le deuxiéme.

e Dans le cas des M-ensembles, notons * I'unique objet de M quand il est vu comme une catégorie (rappe-
lons que les fleches de cette catégorie sont les éléments de M). Il n’y a qu’un préfaisceau standard : %, et
%(%) = M(*,%) = M. Pour tout © € M, le morphisme & : M — M est z., autrement-dit la multiplication
a gauche par z. En conséquence, % est M agissant sur lui-méme (a gauche) par translation.

e Dans le cas des ensembles simpliciaux, le préfaisceau standard [ﬁ} est noté A,. On a A,([p]) =
A([p], [n]), c’est-a-dire 'ensemble des applications croissantes de [p] vers [n]. On voit que A, a une
infinité d’éléments, mais un nombre fini d’éléments de chaque sorte. Il est d'usage de représenter par
exemple Ao, A; et Ay comme ceci :

2
0. 0 —m—1 0 1
Ces représentations sont évidemment tres partielles. Toutefois, comme une application croissante z :
[p] — [n] peut étre représentée par la liste © = (o, ..., zp) des images de 0, ..., p par x, chaque élément

de A.([p]) = A([p], [n]) autrement-dit chaque p-simplexe de A,, peut étre représenté par une liste
croissante (au sens large) de p éléments de [n]. Par exemple, dans le cas de A, on ne voit qu'un triangle
sur la figure, mais il faut imaginer qu’on a les trois 0-simplexes (0), (1) et (2), les six 1-simplexes (0, 0),
(0,1), (0,2), (1,1), (1,2) et (2,2) (dont trois sont dégénérés(?)), les dix 2-simplexes (0,0,0), (0,0,1),...,
(2,2,2) dont neuf sont dégénérés, et tous les simplexes de dimension 3 ou plus qui sont tous dégénérés.

essentiellement de son rapport avec les opérades. On pourra consulter 'article de I. Moerdijk et I. Weiss [31].

2. On justifiera le mot « plongement » un peu plus loin.

3. Un n-simplexe z € X, dans un ensemble simplicial X est dit « dégénéré » s’il est dans I'image d’une application
$; + Xn—1 — Xp, ous; = o] est induite par I'unique application o; : [n] — [n — 1] surjective croissante telle que ¢ ait deux
antécédents.
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Si maintenant f : [p] — [n] est une fleche de A, la fleche f : A, — A,, agit sur les sommets (0-simplexes)
de A, de la méme facon que f sur les éléments de [p]. Autrement-dit, f envoie le sommet numéro i
de A, sur le sommet numéro f(i) de A,. Comme les simplexes de A, et A,, sont déterminés par leurs
sommets, cette description s’étend facilement a tous les simplexes de A,.

Le foncteur de Yoneda permet, comme le montre la proposition ci-dessous, d’identifier C avec la

sous-catégorie pleine de C des préfaisceaux standard. Cest la raison pour laquelle on Iappelle
«plongement » :

PROPOSITION 148 Le foncteur de Yoneda est plein et fidéle.

En effet, soit ¢ : ¥ — Y’ un morphisme de préfaisceaux standard. On a la fleche py : Y (V) —
Y'(Y), cest-a-dire ¢y : C(Y,Y) — C(Y,Y"), et donc la fleche f = oy (1ly) : Y — Y’. Pour montrer
que ) est plein, il suffit de montrer que f. = ¢. Pour toute fleche v : X — Y, on a le diagramme
commutatif suivant :

c(X,y) s cx, ) Yi—> forh
| bl
C(Y,Y) —~C(Y,Y) y——Ff

qui montre que ¢x(¢) = f.(¢). Supposons maintenant que f,g: Y — Y’ soient telles que f. = g.,
alors f = fi(ly) = g«(ly) =g. 1

Autrement-dit, tout morphisme ¢ : ¥ — Y’ sécrit f. pour une unique fleche f : Y — Y’. De
plus, il résulte de I'exercice 79 (page 89) que f. est un isomorphisme si et seulement si f est un
isomorphisme.

EXEMPLE 54 Dans le cas des préfaisceaux sur 1, dire que le foncteur de Yoneda est plein et fidele signiﬁe
qu’il y a une et une seule fleche du singleton standard vers lui méme. Dans le cas des graphes, comme il n’y a
par exemple que les deux fleches s et t de 0 vers 1 dans la catégorie G, il n’y a que les deux fleches § et tde0

vers 1 dans G. Ce sont les deux «inclusions » du graphe o dans le graphe ¢ —> o . Ci-dessous nous avons
représenté toutes les fleches de la forme ¢ pour le cas des graphes :

s
(0 =i )u
t

Dans le cas des M-ensembles, la proposition ci-dessus dit qu’il n’y a pas d’autres applications M-équivariantes
de M (agissant sur lui-méme par translation) vers lui-méme que les translations, et que des translations par
des éléments distincts de M sont distinctes. Dans le cas des ensembles simpliciaux, il s’agit du fait que toute
application simpliciale(*) de A, vers A, est induite par une unique application croissante [p] — [n].

La proposition ci-dessus élucide donc les morphismes de Y vers Y’ en les mettant en bijection avec
les éléments de 'ensemble C(Y,Y”), ensemble dont on peut remarquer qu’il s’écrit aussi Y'(Y). Iy
a un fait un peu plus général :

PROPOSITION 149 (Lemme de Yoneda, version préfaisceaux) Pour tout objet Y de C et tout préfais-

ceau ¢ € Ens® | les morphismes r : Y — ( sont en bijection avec les éléments de I'ensemble ¢ (Y).
Cette bijection'y : C(Y,¢) — ((Y) est donnée par k — ky (1y) et est naturelle en Y et en .

Ceci résulte immédiatement de la version précédente de cette proposition (proposition 49 (page
152)). Toutefois, nous analysons plus loin cette correspondance et explicitons ce que signifie sa
naturalité par rapporta Y eta ¢. m

4. C’est-a-dire morphisme de préfaiscaux.
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5.1.3 Atomes.

Si ¢ est un préfaisceau sur la catégorie C, et X un objet de C, un morphisme X — ¢ sera appelé
un « atome », ou « atome de sorte X » de (. Le lemme de Yoneda ci-dessus nous dit qu’il y a cor-
respondance biunivoque entre les éléments de sorte X de ¢ et les atomes de sorte X de . Il n’y a
cependant pas lieu de confondre les deux notions.

EXEMPLE 55 Voyons ce que sont les atomes dans chacune de nos catégories fétiches.

e Dans le cas de 1, les atomes d’'un préfaisceau ¢ sont les morphismes du singleton standard # vers .
Le lemme de Yoneda nous dit qu’ils sont en bijection avec les éléments de 'ensemble ((x), c’est-a-dire
avec ceux de ¢ aprés qu'on ait identifié 1 avec Ens. Autrement-dit, on peut considérer les éléments d’'un
ensemble comme des applications du singleton standard vers cet ensemble.

e Dans le cas des graphes, les atomes d'un graphe G sont les morphismes de graphes des deux graphes e
et e —— e vers G. IlIs s’identifient bien siir avec les sommets et les arétes de G.

e Dans le cas des M-ensembles, les atomes d'un M-ensemble X sont les applications M-équivariantes
de M vers X. Ce que dit le lemme de Yoneda est que pour tout x € X il existe une unique application
équivariante x : M — X telle k(1) = z.

e Dans le cas des ensembles simpliciaux, le lemme de Yoneda dit que se donner un n-simplexe dans un
ensemble simplicial X revient exactement & se donner une application simpliciale de A,, vers X. Une
telle application o : A, — X étant donnée, le n-simplexe en question n’est autre que o(e,), ou plus
exactement o,)(en), oll e, est le n-simplexe fondamental de A,,, & savoir I'application identique de [n].

Afin de faciliter la compréhension des calculs qui vont suivre, il est important d’expliciter, dans les
deux sens, la correspondance donnée par le lemme de Yoneda, de méme que les deux volets de la
naturalité de cette correspondance.

Rappellons d’abord que les morphismes de X vers ¢ dans la catégorie des préfaisceaux sur C sont
(par définition) les transformations naturelles du foncteur X : C”* — Ens vers le foncteur ¢ : ¢~ —
Ens. On pourra donc écrire Nat(f( ,¢) plutét que ¢ (X' ,¢). La bijection du lemme de Yoneda est
donnée par :

N 04
Nat(X, () —— ((X)
K> Iix(lX)
ce qui a un sens puisque xx est une fleche de C(X, X) vers ¢(X).

EXEMPLE 56 On peut d’ailleurs aussi voir cette correspondance comme une propriété de classifiant, comme
~op . op

le montre P'exercice de contorsionniste suivant. Pour tout objet X de C, on a le foncteur X : (C")" — Ens,
d’évaluation en X, qui envoie tout préfaisceau ¢ sur 'ensemble ((X), et tout morphisme de préfaisceaux

1 : ¢ — X sur application ¢x : {(X) — A(X). Comme par ailleurs, Nat(X', ¢) peut s’écrire ¢’ (¢, X’), on voit
que la bijection ci-dessus se réécrit :

~o ~ 0% \

¢ (¢, X) —=X(©

et f;}it donc apparaitre X comme un classifiant du foncteur X d’évaluation en X. Llélément universel . €
X (X) =C(X, X) est alors (par définition) 6(14), c’est-a-dire 14 (1x), ou encore 1x.

Linverse de 0 est donné par 9;(1(3:) = (C(Y,X) > f = ¢(f)(=))yeob(c), pour tout 2 € ((X). Cest
une transformation naturelle de X vers ¢ c’est-a-dire une famille de fonctions C(Y, X) = X(Y) —
¢(Y) indexée par la classe des objets de C.

EXERCICE 267 Vérifier par un calcul direct que la formule ci-dessus donne bien linverse de 0 ;.

La naturalité de 0 par rapport a X est la commutativité des diagrammes de la forme (pour toute
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fleche p: X - Y de () :

0

Nat(Y,¢) — ¢(Y) K ——— ky (ly)
¢*l lc(so) I l
Nat(X, () ——= ((X) Ko pr—=rx(Px(1x))

ce qui nous donne la formule ((p)(ky (ly)) = kx(p«(1x)) = kx(¢).

La naturalité de 6 par rapport a ¢ est la commutativité des diagrammes de la forme (pour toute
transformation naturelle ¢ : { — \) :

Nat(X, () —2—= ¢(X) k——rx(ly)
Tl&i lwx I I
Nat(X,\) —— A(X) Yort—Yx(rx(lx))

EXERCICE 268 Montrer que pour tout préfaisceau € Ob(@), la famille :

(H)XGOb(C),neNat(X,C)

est un recouvrement de (.

Autrement-dit, tout préfaisceau est recouvert par ses atomes des différentes sortes. Par exemple, un ensemble
ordinaire X est recouvert par les applications du singleton standard vers X, un graphe est recouvert par ses
sommets et ses arétes vus comme des morphismes de graphes, un ensemble sur lequel agit un groupe G est
recouvert par les orbites de cette action vues comme des applications équivariantes de source G (chaque orbite
intervenant ici autant de fois qu’il y a d’éléments dans l'orbite), un ensemble simplicial est recouvert par ses
simplexes, vus comme des applications simpliciales, etc. ..

On va voir plus loin qu'on a un résultat plus précis : ¢ est en fait la colimite d'un diagramme
(canoniquement associé a (), et les atomes de ¢ sont les arétes du cocone colimite.

EXERCICE 269 Soit C une catégorie. Montrer que tout préfaisceau représentable de C est indécom-
posable (definition 44 (page 105)). Montrer qu’il existe en général des indécomposables qui ne sont
pas représentables.

Un maniére intuitive de comprendre 'exercice ci-dessus est de remarquer que si X est un préfaisceau stan-
dard, il contient I'élément 1x € C(X,X) = X(X), qui est « universel » en ce sens que tout autre élément
de X, quelle que soit sa sorte, est un attribut de cet élément (puisque si z € X (Y) = C(Y,X), on a
z = 1lx ox = 2*(1x)). Si I’élément universel est envoyé dans 'une des composantes d'une somme A + B,
alors tous les attributs suivent, ce qui implique que X tout entier est envoyé dans A ou dans B, et signifie que
X est indécomposable.

5.1.4 Eclatement d’'un préfaisceau.

Commencons par des exemples :

EXEMPLE 57 Considérons le graphe g suivant :

.H.Q
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On peut facilement déterminer tous les atomes de g. Il y en a quatre, deux de sorte 0 car g a deux sommets,
et deux de sorte 1 car g a deux arétes. Sur le dessin ci-dessous, les arétes des graphes sont représentées en
traits pleins ( —— ). Toutes les autres fleches figurent des morphismes de graphes. Les fleches en tireté
( — — > ) sont les quatre atomes de g. Les fleches en pointillé ( > ) sont les morphismes de graphes
appartenant a I'image du foncteur de Yoneda.

OT>Q < -
4 A >

/ I \ \\A

/ | \ \

! \ \ \

\
II \ N \
o*‘>o \ o%l-o

b N \ A 7
| c \ s .

| 8 A R
° ‘e

On voit que le graphe ¢ est obtenu en «recollant » ses quatre atomes selon les fleches § et t. Précisément, le
graphe g est la colimite du diagramme de graphes situé en dessous de la ligne pointillée horizontale, et les
fleches en tireté, les atomes de g, constituent le cocone de cette colimite. On notera que ces fleches ne sont pas
nécessairement des monomorphismes. C’est le cas de la fleche A dans cet exemple, puisque A o § = X o t, alors
que § # t. Ce diagramme, qu’on appellera I'« éclatement de ¢ », n’est rien d’autre qu’une décomposition de g
en ses atomes.

Dans le cas de la catégorie 1 identifiée & Ens, les atomes d’un ensemble X sont les applications du singleton
standard vers X. L'éclatement ne contient pas d’autres fleches que les identités des images du singleton
standard. Dire que X est la colimite (la somme dans ce cas) de son éclatement est dire que X est la réunion
de ses singletons.

Soit G' un groupe. Les atomes d'un G-ensemble X sont toutes les applications équivariantes de G vers X.
L'image d’une telle application est nécessairement une orbite de X. Deux atomes « et 8 qui définissent la
méme orbite se déduisent 'un de 'autre par la composition avec une translation 7 de G.

L'éclatement de X dans ce cas est un diagramme qui a autant d’exemplaires de G qu’il y a de points dans
X. Les fleches de ce diagramme sont placées entre les exemplaires qui correspondent a des éléments ayant
la méme orbite. Par exemple, si G = Z/27Z = {e°,e'} (avec e'e’ = e't' = €”) et si X est un ensemble a trois
éléments {a, b, c} ou seul a est fixe sous 'action de G, I'éclatement de X est le diagramme

e‘OCngl ;oCG jgo
a b c

Il n’était évidemment pas indispensable de représenter les fleches €0 qui sont les identités. Lensemble X est
obtenu en recollant ces trois exemplaires de G selon les fleches e!. Autrement-dit les identifications se font
comme suit :

el

el

a b><c
ela e'b ele

On récupere ainsi 'ensemble X avec 'action donnée de G.

Prenons maintenant par exemple ’ensemble simplicial A;. Comme on le sait, il a une infinité de simplexes
(dont seulement trois sont non dégénérés). A; a donc une infinité d’atomes, et comme c’est un préfaisceau
standard, I'un d’entre eux se distingue. C’est le morphisme identique 1 : A; — A;. Quand on recolle cette
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infinité d’atomes on obtient A, mais 'atome identité aurait suffi. Léclatement d’un préfaisceau n’en est donc
pas en général une représentation minimale.

Pour pouvoir exprimer simplement la définition de I’éclatement, nous avons besoin de la notion
de comma-catégorie définie dans la section 2.1.3 (page 74), et plus spécifiquement de I'un des cas
particuliers de I'exemple 9. Rappelons qu’on a le foncteur de Yoneda ) : C — C et que V(X) est
aussi noté X. Pour tout préfaisceau ¢ de C, la comma-catégorie Y/¢ a pour objets les fleches de
la forme Y(X) — (, cest-a-dire de la forme X — ¢, autrement-dit les atomes de ¢. De plus, les
morphismes de J/¢ d'un atome « vers un atome (3 sont les fleches ¢ : X — Y de C telles qu’on ait

un triangle commutatif :
X d Y
x %
¢

c’est-a-dire les fleches de recollement de I’éclatement de (.

DEFINITION 97 Soit ¢ un objet de C, et Y : C — C le foncteur de Yoneda. Le foncteur Le:Y/¢— ¢
défini par :
(X =¢ — X
(p: X=2Y) = ¢

est appelé « éclatement » de (. Le « cocone canonique » de ( est la transformation naturelle T'- — A(()
définie par (X, a: X — () — a, ot A(C) est le foncteur constant envoyant tout objet de Y/ sur (.

PROPOSITION 150 Le cocone canonique de tout préfaisceau est une colimite.

Autrement-dit, tout préfaisceau est la colimite de son éclatement.

Considérons un cocéne de sommet A sur I'éclatement de (. Pour chaque objet (X,«) de Y/¢ (ou
a: X — (), notons @ la fleche correspondante du cocone de sommet ). Dans le diagramme suivant
sont représentés deux objets (X, «) et (Y, 8) de V/C et une fleche ¢ : X — Y. Rappelons que toutes
les fleches de X vers Y sont de cette forme puisque le plongement de Yoneda est plein, et ce d’une
fagon unique puisqu’il est aussi fidele.

¢ )\

f( Y

Il s’agit de montrer 'existence d'une unique fleche ¢ : ( — X telle que ¥ o & = @ pour tout objet
(X,a) de Y/¢. Noter quona fop=a = o .

Pour tout objet X de C, on devra avoir le diagramme commutatif :
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~

car 6 est naturelle par rapport a ¢. En suivant le parcours d'un élément arbitraire o« € Nat(X, (),
on obtient ¥x(0(a)) = (1) o @) = O(a), ce qui, comme les fleches verticales sont des bijections,
montre 'unicité de 1.

On définit donc ¢ par la formule ¢ x (6(a)) = 0(a), pour tout a : X — ¢, ce qui fait que le carré
ci-dessus est commutatif pour tout (X, a). Il reste a prouver que ¢ est un morphisme de cocones
et est naturel en X. Le premier point signifie que 1) o « = @ pour tout «, et résulte de 6(¢ o o) =
(. ()) = ¥x(0(a)) = 6(@), et du fait que 0 est bijective.

Le second point est la commutativité du diagramme (pour toute fleche ¢ : X — Y de C) :

C(X) 25 A(X)

C(so)T TA(SO)

¢(Y) o A(Y)

Tout élément de ((Y) s’écrit #(8) pour un unique f : Y — (. Il suffit donc de montrer que

¥x (C(#)(0(8))) = M) (¥y (6(8))). On a:
Px(C(p)0(8) = ¢

5.1.5 Le foncteur Sub.

Pour un objet X dans une catégorie quelconque C, la collection Sub(X) n’est pas nécessairement
un ensemble. Pour le moment, nous essayons de comprendre ce qu’est Sub({) dans le cas d'un
préfaisceau ¢ € C.

On a vu (proposition 39 (page 133)) qu’'un monomorphisme m : 7 — ¢ dans C est une transformation
naturelle telle que myx : n(X) — ((X) soit une application injective pour tout objet X de C. Par
ailleurs, si les deux monomorphismes m et n sont équivalents, c’est-a-dire si on a un diagramme
commutatif :

dans lequel ¢ est un isomorphisme, alors en appliquant ceci a 'objet X de C, on obtient nx o px =
mx, ol px est une bijection, ce qui montre que les injections mx et nx ont la méme image et
représentent donc le méme sous-ensemble de ((X). Autrement-dit, le sous-objet [m] de ¢ détermine
sans ambiguité un sous-ensemble [mx| de {(X) pour chaque X. Par ailleurs, la naturalité du
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monomorphisme m :  — ¢ se traduit par le carré commutatif :

my

n(Y) ——=((Y)

n(w)l l((w)

n(X) == ¢(X)

pour toute fleche ¢ : X — Y de C, ce qui signifie tout simplement que ((¢)([my]) C [mx].

A chaque sous-objet [m] de ¢ on a donc associé un sous-ensemble dans chaque ((X) d’'une ma-
niére globalement cohérente, c’est-a-dire que toutes les « restrictions » ((¢) respectent ces sous-
ensembles. Réciproquement, si on se donne une telle famille (Sx)xcon(c) d’ensembles tels que
Sx C ((X), et tels que ((¢)(Sy) C Sx pour toute fleche ¢ : X — Y de C, on a un sous-objet de (.
Cette correspondance étant clairement biunivoque, on peut identifier un sous-objet de ¢, c’est-a-dire
un « sous-préfaisceau » de (, a une telle famille. Si le préfaisceau est vu comme un ensemble hété-
rogeéne, un sous-préfaisceau (« sous-ensemble hétérogene » dans ce cas) est juste un sous-ensemble
stable par attributs. Autrement-dit, si un élément est dans le sous-ensemble, tous ses attributs y
sont aussi.

EXEMPLE 58 Par exemple, dans le cas des préfaisceaux de 1, un sous-préfaisceau de ¢ est juste un sous-
ensemble de (). Il n’y a aucune condition a satisfaire.

Dans le cas des graphes, un sous-graphe est constitué d’'un sous-ensemble de I'ensemble des sommets du
graphe et d’'un sous-ensemble de ’ensemble des arétes du graphe, avec la condition que les opérations s et t
envoient le second dans le premier.

Un sous-préfaisceau d'un M-ensemble X est une partie de X qui est stable par I’action de M, de méme qu'un
sous-ensemble simplicial A d’'un ensemble simplicial X est constitué de simplexes de X, avec la condition que
pour tout simplexe = qui est dans A les faces et les dégénérescences de x soient aussi dans A.

EXERCICE 270 Considérons l'ensemble ordonné 2 = {0,1} comme une catégorie. Soit ¢ € Ob(2) un
préfaisceau sur 2. Montrer que si ((1) est un ensemble fini & n éléments et ((0) un ensemble fini a p
éléments, le nombre de sous-préfaisceaux de ( s’écrit :

(281 +1)...(2k + 1)

ou ki, ..., kp sont des entiers tels que k1 + - - -+ k, = n.

Lexercice ci-dessus suggeére que méme en supposant I’ensemble hétérogéne X «fini », c’est-a-dire ayant un
nombre fini d’éléments de chaque sorte,(®) on ne peut pas déterminer le nombre d’éléments de chaque sorte
dans P(X). Par contre, la notion d’ordinal garde un sens, méme si contrairement a ce qu’il se passe en théorie
des ensembles, deux ordinaux « hétérogéenes » ne sont pas nécessairement comparables.

La collection de ces familles, autrement-dit la collection Sub((), peut ne pas étre en bijection avec
un ensemble.(®) 11 suffit en effet de prendre n’importe quelle classe C qui n’est pas en bijection
avec un ensemble et de la considérer comme une catégorie dont les seules fleches sont les identités.
Considérons le préfaisceau constant ¢ : ¢ — Ens qui envoie tout objet de C sur 'ensemble &
un élément 1. Choisir un sous-objet de ( consiste, d’apres ce qu’on vient de voir, a choisir un sous-
ensemble de 1 pour chaque objet de C. Il n’y a pas de condition de cohérence a satisfaire, puisque les

5. C’est n’est pas ce que signifie habituellement « fini » dans le cas des ensembles simpliciaux, ou on demande un nombre
fini de simplexes non dégénérés, toute dimensions confondues.

6. Noter qu’il y a une différence entre étre un ensemble et étre en bijection avec un ensemble. Par exemple, si C est
une classe qui n’est pas un ensemble, alors le singleton {C} n’est pas un ensemble, car tout élément d’'un ensemble doit
étre un ensemble. Il est quand méme en bijection avec n'importe quel autre singleton, en particulier avec ceux qui sont des
ensembles.
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seules fleches de C sont les identités. On voit donc, puisque 1 a deux sous-ensembles, que le cardinal
de Sub(() est 2Card(€) "ce qui est évidemment trop pour que Sub(() puisse étre en bijection avec un
ensemble. Par contre, une grande quantité de fleches dans C peut contribuer a diminuer la taille
de Sub(({) comme le montre I'exercice suivant et 'exemple qui suit :

EXERCICE 271 Soit I : (Ensop)np — Ens le préfaisceau défini par le foncteur identité de Ens. Mon-
trer qu’il a exactement deux sous-objets.

EXEMPLE 59 Si on prend la catégorie a deux objets X et Y et les seules fleches identités, le préfaisceau
constant ¢ de valeur 1 a quatre sous-objets. Si on ajoute une fleche ¢ de X vers Y, on doit avoir ((¢)(Sy) C Sx
pour tout sous-objet S de (. Il n’y a alors plus que trois solutions pour le choix du couple (Sx, Sy ), qui sont
(0,0), (1,0) et (1,1).

Si la catégorie C est telle que Sub(X) est en bijection avec un ensemble pour tout objet X de C, on
dira que C est une « catégorie a petits Sub s » ou « catégorie well powered » si on n’a pas peur des
anglicismes.( 7

PROPOSITION 151 Si la catégorie C est petite, la catégorie C est localement petite et well powered.

En effet, comme C est petite, Ob(C) est un ensemble. A tout morphisme ¢ :n — ¢ de C on peut
associer la famille des applications (px : 7(X) — ((X))xcob(c). On voit donc que C(n,¢) est un
sous-ensemble de H ¢(X)"X), De méme, tout sous-objet n d’'un préfaisceau ¢ de C est dé-

XeOb(C)
terminé par la famille des sous-ensembles 7n(X) C ((X). Sub(¢) est donc un sous-ensemble de
[ Pex).m

X€e0b(C)

A op op . . .
EXERCICE 272 Soit C une catégorie. On note 7 : C = Ens® — (Ens )¢ lisomorphisme canonique
(exercice 86 (page 91)). Montrer que le foncteur Sub, ot : C — Ens® a un adjoint & gauche.

5.1.6 Topos de préfaisceaux.

PROPOSITION 152 Si C est une petite catégorie, la catégorie C des préfaisceaux d’ensembles sur C
est un topos.

Cette proposition résulte immédiatement des propositions 38 (page 133), 40 (page 135) et 48 (page
150) (en tenant compte de I'exercice 217 (page 204)). Toutefois, en voici une autre démonstration
dans laquelle le foncteur P est construit «a la main », ce qui nous sera utile dans la section suivante.

Il resulte de la proposition 38 (page 133) que C a toutes les petites limites. Il reste a établir que
pour tout préfaisceau ¢ : C* — Ens, le foncteur n — Sub(7n x ¢) a un classifiant, autrement dit qu’il
existe un préfaisceau qu’'on notera bien évidemment P(({) et une bijection :

Sub( x ¢) — "~ Nat(n, P(¢)) = C(n, P(C))

7. Apres tout, j’ai renoncé a traduire « pullback ». L'élégante expression « well powered » est bien difficile a traduire
en Francais. On notera qu’on se débarasse difficilement de la présence de tout mot Anglais, puisque le sigle Sub lui-méme
vient de « subobject ». Lexpérience montre, en particulier en informatique, que traduire systématiquement tout en Francais,
outre le fait que cela donne parfois des expressions ridicules ou notoirement plus longues que leurs équivalentes anglaises,
a le gros défaut de provoquer des incompréhensions ou des contre-sens. Notre intérét a tous est tres certainement d’éviter
de transformer les sciences en tour de Babel, et donc d’accepter de nous laisser envahir par la langue de Shakespeare dont
la souplesse est incomparable.
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naturelle en 7.

Définition de P(¢) : Voyons d’abord ce que l'existence de P({) entraine. Si P(() existe, on a en
particulier pour tout objet X de C la bijection :

Sub(X x ¢) —— > Nat(X,P(())

Par le lemme de Yoneda, Nat(X,P(¢)) est en bijection naturelle avec P(¢)(X). On en déduit qu'on
peut définir 'ensemble P(¢)(X) comme Sub(X x (), ce qui est rendu possible par le fait que C étant
petite, C est well powered. Si f : X — Y est une fleche de C, on doit avoir le diagramme commutatif :

Xx 4

C(X,P(0))

Sub(X x ¢) —

PO(X)
Sub(fxl)T P(C)(f)T Tf*
Sub (Y x ¢) ———— P(()(Y) (Y, P(Q)

Y

et on posera donc P(¢)(f) = Sub(f x 1¢). On aura de plus f oxy =xx°PO(f) =xx oSub(f x1).
Définition de x : Il faut maintenant définir y,, : Sub(y x ¢) — C(n, P(()).
On doit avoir, pour tout a : X — 7, le diagramme commutatif :

N

Sub(y x ¢) —= (1, P(¢))

Sub(axl)l ia*

Sub(X x ¢) = C(X,P(())

dans lequel x  est une bijection par définition de P({)(X), puisque Sub(X x(¢) est égal A P(¢)(X) ~
C(X,P(Q)).

Soit S € Sub(n x (). La commutativité du diagramme ci-dessus nous donne x,,(S)oa = x ¢ (Sub(a x
1)(S)). Comme 7 est la colimite de son éclatement, il suffit pour voir que x,(S) est bien défini
de vérifier que pour tout f : X — Y deCettout 5 : Y — 1, on a X (Sub((8 o f) x 1)(8)) =
Xy (Sub (8 x 1)(S)) o f. Or:

X5 (Sub(f x 1)(Sub(8 x 1)(S5)))

A

J*(xy (Sub(s x 1)(5)))

Xy (Sub(8 x 1)(5)) o f

Xx (Sub((Bo f) x 1)(S))

Naturalité de x : Soit ¢ : 7 — 1’ un morphisme de préfaisceaux. Il s’agit de montrer que le
diagramme suivant est commutatif :

Sub(n’ x ¢) —= C(1y, P(C))

Sub(apxl)l igp*

Sub(n x ¢) ——=C(n, P(())

Soit S € Sub(n’ x (). Pour montrer que ¢*(x,(S)) = x,(Sub(p x 1)(9)), il suffit de montrer que
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pour tout a : X — 7, on a ¢*(x,(S)) 0 a = x,(Sub(p x 1)(S)) 0. On a:

e (X () oa = (poa)(xy(9))
= Xxx(Sub((poa)x1)(5))
Xx (Sub(a x 1)((Sub(p x 1)(5))))
= a"(xy(Sub(e x 1)(5)))
= Xp(Sub(p x 1)(5)) o«

Bijectivité de x : Soit n un préfaisceau. Il s’agit de montrer que l'application yx, est bijective.
Notons I, : V/n — C Téclatement de 7 (definition 97 (page 281)), et v : I, = A(n) le cocone
canonique sur cet éclatement, qui est un cocone colimite (proposition 150 (page 281)). Notons F' :
()" — Ens le foncteur qui envoie tout préfaisceau ¢ sur C(¢,P(¢)) et toute fleche f : € — 7 sur
5 :C(r,P(C)) = C(£,P(C)). Le foncteur F est représentable par définition, et il commute donc aux
limites d’apres les propositions 54 (page 161) et 51 (page 157). Il en résulte que F(v) est un céne

limite dans Ens.

Par ailleurs, le foncteur G de (C)”" vers Ens qui envoie 7 sur Sub(n x ¢) commute lui aussi aux
limites d’apres la proposition 48 (page 150) et les exercices 155 (page 130) et 157 (page 133), et
G(v) est donc un autre cone limite dans Ens. Dans le diagramme ci-dessous, les fleches verticales
sont des arétes de ces deux cones limites, précisément, celles qui correspondent a l'objet (o) de V/n
(c’est-a-dire & a vue comme un objet de )/n).

Sub(n x () LCA(%P(C))
Sub(axl)l i/a*
Sub(X x ¢) —= C(X,P(C))

Xx

[ I
G(v)({) F) (@)

Comme les diagrammes F'(v) et G(v) sont isomorphes via les fleches x ¢, on voit que x,, est bijec-
tive.

EXERCICE 273 Soit C une petite catégorie. Vérifier que le topos C est dégénéré si et seulement si C
est vide.

EXERCICE 274 Montrer que pour tout préfaisceau ¢ € C, les conditions suivantes sont équivalentes :
e Tout morphisme de préfaisceaux f : ( — n se factorise a travers un préfaisceau standard.

o Il existe un préfaisceau standard X et deux morphismes i : ¢ — X et r : X — ( tels que
roi =1

EXERCICE 275 (P. Freyd) Montrer que pour une petite catégorie C, les conditions suivants sont équi-
valentes :

. Sub(X) est une algebre de Boole pour tout objet X de C,
e Sub(() est une algébre de Boole pour tout préfaisceau ¢ € ¢

o toutes les fleches de C sont des isomorphismes (C est un groupoide).
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5.1.7 La structure de P(().

Nous avons montré plus haut 'existence, pour toute catégorie de préfaisceaux C, ot1 C est une petite
catégorie, du foncteur P qui en fait un topos. Pour un préfaisceau donné ¢, on a défini P(¢) par :

{ PO(X)
PO()

Sub(X x ()
Sub(f x 1¢)

En particulier Q = P(1) se décrit comme suit (& isomorphisme pres). Pour tout objet X de C, on a
Q(X) = Sub(X) et pour toute fleche f : X — Y, 1a fleche Q(f) : Q(Y) — Q(X) est Sub(f).

EXEMPLE 60 Examinons la structure de I'objet Q dans chacune de nos catégories fétiches.

e Dans 1, Q est déja bien connu. C’est I'ensemble des booléens. Nous y revenons ci-dessous & propos du
cas des graphes.

e Dans le cas des graphes, il s’agit de déterminer les sous-graphes des deux graphes standard, autrement-
dit les ensembles Sub(0) et Sub(1). Il ont respectivement 2 et 5 éléments. Ce sont les suivants :

[ ) o —>0

[ ) > @

[ ) > O

[©) > @

o) o) > O
Sub(0) Sub(1)

oi1 seuls les ronds pleins et les fleches pleines font partie d'un sous-graphe donné. Sub(s), Sub(t) :
Sub(1) — Sub(0) consistent 4 prendre les images réciproques des sous-graphes par les morphismes de
graphes § et t. Le graphe 2 est donc le suivant :

et c’est le sous-graphe :

qui représente le monomorphisme universel T.

I1 y a une facon tres élémentaire et intuitive de comprendre le graphe 2 ci-dessus. Elle consiste a
généraliser I'idée «naive » qu’on peut se faire d’'une fonction caractéristique dans le cas des ensembles
ordinaires. Le dessin ci-dessous représente (a gauche) un ensemble X avec un sous-ensemble A, et (a
droite) I'ensemble des booléens { L, T} avec le sous-ensemble {T}, qui est, comme on le sait, I'’élément
universel quand on voit les booléens comme le classifiant du foncteur des sous-objets pour Ens. On a
également représenté la fonction caractéristique de A :
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Un explication possible du fait que 'ensemble des booléens a exactement deux éléments est qu'un élé-
ment de X ne peut avoir par rapport & A que deux statuts : soit il est dans A, soit il est hors de A, ceci
bien sir quel que soit 'ensemble X et le sous-ensemble A.

Dans le cas des graphes, la situation est a peine plus compliquée. Remplacons I'ensemble X et son
sous-ensemble A par un graphe X et un sous-graphe A. Chaque sommet de X a & nouveau deux status
possibles : il est dans A ou il est hors de A. Mais la nouveauté est que chaque aréte de X a plus de deux
statuts possibles :

e soit elle est dans A (ainsi que ses extrémités, car A est un sous-graphe),

e soit elle n’est pas dans A, et alors ses extrémités peuvent étre ou ne pas étre dans A. Comme
chaque aréte a deux extrémités, cela fait quatre possibilités.
Au total, on a donc cinq statuts possibles pour une aréte, ce qui explique pourquoi le graphe Q2 a cinq
arétes. Dans le dessin ci-dessous, on a représenté cinq arétes du graphe X, une de chaque statut, et on
a indiqué leurs images dans le graphe 2. La régle est bien stir que chaque aréte de X est envoyée sur
T'unique aréte de 2 de méme statut.

Il est clair que le sous-graphe A détermine sans ambiguité sa fonction (morphisme de graphes) caracté-
ristique.

e Dans le cas des M-ensembles, et si M est un groupe, les sous-objets de % sont () et M, puisque ce sont des

parties stables par I’action du groupe, et 2 est un ensemble a deux éléments sur lequel le groupe agit
trivialement (les deux points sont fixes). L'une quelconque des deux orbites peut jouer le role d’élément
universel.
Par contre, si M n’est pas un groupe, les parties de M stables par multiplication & gauche sont les
idéaux a gauche de M. Considérons le cas non trivial le plus simple possible, a savoir celui de K = Z/2Z
vu comme un monoide multiplicatif. La catégorie C = K n’a qu'un objet * et deux fleches qui sont 1
(I'identité de *) et la fleche idempotente (et absorbante) 0 : * — * puisque 0 X z = 0 pour tout = de K.
Notez qu'un préfaisceau sur cette catégorie n’est rien d’autre qu'un ensemble X muni d’'un projecteur
p: X — X (pop = p). Les idéaux du monoide K = {0, 1} sont @, {0} et {0,1}. La fleche 0 : K — K est
Papplication constante envoyant 0 et 1 sur 0, puisqu’elle consiste en la multiplication par 0. Lobjet 2 est
donc un ensemble & trois éléments sur lequel Sub(0) agit comme I'image réciproque par 0. On a donc :

Sub(0)(0) 0
Sub(0)({0}) {0,1}
Sub(0)({0,1}) = {0,1}

le projecteur sur 2 laisse donc deux points fixes, et projette le troisieme sur 'un des deux premiers.
Lélément universel est constitué par le singleton {{0,1}}.

e Dans le cas des ensembles simpliciaux, 2 est plus difficile a décrire (exercice 276).

Il se trouve que l'objet final 1 est le préfaisceau standard A, dans le cas des ensembles simpliciaux. Dans le cas
des graphes, l'objet final n’est pas un préfaisceau standard. La logique du topos des graphes est « trivaluée »
car il y a trois fleches de 1 vers Q2 (puisqu’il y a trois bouclettes dans le graphe 2), alors que la logique du
topos des ensembles simpliciaux est bivaluée, car il y a deux fleches de 1 = A vers Q. Cela ne veut pas dire
que la logique du topos des ensembles simpliciaux est classique (booléenne), car 'algebre de Heyting externe
Sub(A1), qui a 5 éléments, ne peut pas étre une algebre de Boole. Un topos peut donc étre bivalué et avoir une
logique non classique. Il peut aussi avoir une logique classique (tous les Sub(X) sont des algebres de Boole)
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et ne pas étre bivalué. C’est le cas du topos Ens x Ens pour lequel Sub(1) a quatre éléments : (0,0), (0, 1),

(1,0), (1,1).

EXERCICE 276 Montrer que dans le cas des ensembles simpliciaux, 2 a 2 0-simplexes, 5 1-simplexes
(dont 2 sont dégénérés), et 19 2-simplexes (dont 8 sont dégénérés).

EXERCICE 277 Vérifier que le graphe P(£2) a 4 sommets et 73 arétes.

Revenons maintenant a la description de P(¢{) dans le cas général, et pour cela examinons ce que
peut étre un sous-objet o de X x ¢. C’est la donnée, pour chaque objet ¥ de C d’un ensemble
a(Y) C X(Y) x ¢(Y) =C(Y, X) x ¢(Y), choisi de telle facon que le diagramme :
a(Y) —=C(Y, X) x ¢(Y)
(y(up)i lW*XC(W)
a(Z2) —=C(Z,X) x ((Z)
soit commutatif pour toute fleche ¢ : Z — Y de C. Pour tout objet Y de C, a(Y") est donc un ensemble
de couples de la forme (f,y) ou f est une fleche de Y vers X, et y un élément de ¢(Y"). On peut penser

a un tel couple comme a une « section partielle » de ¢ au dessus de X. En effet, on a appelé « section
de ¢ au dessus de X » tout élément de ((X). Une telle section peut étre «figurée » comme suit :

T

X

ou z représente un élément de ((X). Cette représentation est en relation avec le vocabulaire qui
dit que = est une section de ¢ «au dessus » de X. Dans le cas qui nous occupe ici avec les paires
(f,y), la section y n’est pas « définie » sur X tout entier, mais seulement sur Y, d’ot1 son nom de
« section partielle ». Elle pourra étre représentée comme ceci :

Y

Y —X
f

Si maintenant ¢ : Z — Y est une fleche de C, la section partielle (f,y) ci-dessus peut étre «res-
treinte a Z » pour donner la section partielle (f o ¢, ((¢)(y)) de ¢ au dessus de X :

VA Y X
U
fop

La commutativité du diagramme précédent dit exactement que les sections partielles qui appar-
tiennent aux différents o/(Y) (pour o donné) sont stables par restriction. Un élément de Sub(X x ¢)
est donc une famille de section partielles (f,y) de ¢ au dessus de X, stable par composition a droite.
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Déterminons maintenant ce qu'une fleche g : X — U induit comme application P(¢)(g) : P(¢)(U) —
P(¢)(X), et pour cela déterminons I'application Sub(j x 1¢) : Sub(U x ¢) — Sub(X x ¢). Un
monomorphisme m : o — U x ¢ est constitué de sous-ensembles a(Y) c C(Y,U) x ¢(Y) (un pour
chaque objet Y), et il s’agit de déterminer I'image réciproque de «(Y) par lapplication § x 1 (qui
n’est autre que g. x 1). Une section partielle (f : Y — X,y) appartient donc a P(¢)(g)(a)(Y) si
et seulement si (go f : Y — U,y) appartient a a(Y). Comme ceci vaut pour tout Y, on voit que
(f,y) € P(¢)(g)() si et seulement si (go f,y) € a.

Enfin, si on a un morphisme de préfaisceaux h :  — (, on a le morphisme P(h) : P(¢) — P(n), et
donc pour chaque objet X de C une application P(h)x : P(¢)(X) — P(n)(X). Elle est donnée par :

a={(f:Y = Xy) [ (fhv(y)) € a}

formule qui résulte immédiatement de la commutativité du diagramme :

Sub(X x () ——=P(O)(X)
Sub(lxh)i l'P(h)X
)

Sub(X x 1) —— P(n)(X)

On aura remarqué que contrairement aux produit  x ¢ de deux préfaisceaux qui se calcule « au
dessus de chaque objet » de C, et est donc de nature parfaitement locale, le calcul de P({) n’est
absolument pas local. P(¢)(X), pour un objet X donné de C, fait intervenir les ensembles ((Y") pour
tous les objets Y de C. C’est pour cette raison que le calcul de P(() est beaucoup plus complexe que
celui d’'un produit de préfaisceaux. C’est aussi pour cette raison qu’on a besoin que la catégorie C
soit petite.

EXERCICE 278 Vérifier que dans le cas ou C est la catégorie singleton, la description donnée ci-
dessus de P(() redonne bien la notion usuelle d’ensemble des parties pour ce qui est des objets, et
d’image réciproque pour ce qui est des fleches.

EXERCICE 279 On a vu (exercice 156 (page 133)) que si 1 et  sont deux préfaisceaux sur C, le produit
1 x ¢ peut étre défini (comme foncteur) sur les objets de C par (n x ()(X) = n(X) x {(X) et sur les
fleches de C par (n x C)(f) = n(f) x C(f). Par ailleurs, si C est une petite catégorie, C est un topos, et
a donc des exponentielles d’apres la proposition 138 (page 262). La situation est toutefois nettement
moins simple que pour les produits. Montrer en effet que pour tout objet X de C, on peut poser :

X)) ={ae ] C(Y)”(Y)WZ$ o CA) oy = agoron(A)}

Y =X Y *

(le produit est ici étendu & toutes les fleches de cible X, quelle que soit leur source(®), et la quantifi-
cation universelle est étendue a toutes paire de fleches composables dont la composition a pour cible
X),etquesi f:Y — X est une fleche de C,on a :

("()a) =((A: Z = Y) = ago)

pour toute famille o € ("(X).

8. Autrement-dit, le produit est étendu a tous les éléments du crible maximal sur X. Voir la définition des cribles dans
la section 5.1.8.
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5.1.8 Cribles.

Dans le cas ou ¢ = 1 (I'objet final de C), et donc ot P(¢) = €2, une section partielle de ¢ au dessus de
X est juste la donnée d’une fleche f : Y — X, puisque ((Y) = 1(Y) est un singleton. Une famille
stable de sections partielles est dans ce cas une famille de fleches de cible X stable par composition
a droite.

DEFINITION 98 Soit C une catégorie et X un objet de C. Un « crible » sur X est une collection de
fleches de cible X qui est stable par composition a droite, c’est-a-dire qui est telle que pour toute
fleche f de la collection, les fleches de la forme f o g sont encore dans la collection. Pour toute fleche
f:Z — X, le «crible principal » associé a f est la collection, notée (f), des fleches de la forme fog. Le
«crible maximal » sur X est le crible principal (1x) associé a l'identité de X, c’est-a-dire la collection
de toutes les fleches de cible X.

Un crible sur X peut aussi étre vu comme un sous-préfaisceau de X. En effet, on a vu plus haut
que pour tout préfaisceau ¢, on pouvait définir P(¢)(X) comme Sub(X x ¢) (pour tout objet X de
). Dans le cas ou1 ¢ = 1, on identifiera X x 1 avec X, et P(1)(X) sera donc Sub(X), c’est-a-dire
I'ensemble des sous-préfaisceaux de X.

Enfin, un crible v sur un objet X de C peut aussi étre vu comme un cocone de sommet X sur un
diagramme de C canoniquement associé a . En effet, considérons la catégorie dont les objets sont
les fleches appartenant au crible v et dont les morphismes de g : Z — X vers f : Y — X sont les
fleches ¢ : Z — Y de C, tellesque fop =g

Z— % .y

N

X

Notons ~, cette catégorie. On a le foncteur canonique 9, : 7o — C qui envoie l'objet f : ¥ — X de
~e sur l'objet Y de C et la fleche ¢ : ¢ — f sur ¢ : Z — Y. On a également le foncteur constant
A(X) : v¢ — C qui envoie tout objet de 7, sur X et toute fleche de 7, sur 1x. Il est immédiat que
l'application Ob(v.) > f — f € FI(C) est une transformation naturelle 9, — A(X), c’est-a-dire un
cocone de sommet X sur le diagramme 0,. Cette transformation naturelle sera encore notée .

Soit f : Y — X une fleche de C. Son image par le plongement de Yoneda est la fleche f : ¥V — X.
On a donc la fleche image réciproque Sub(f) : Sub(X) — Sub(Y), qu’on notera f*.(°) On pourra
donc parler de I'image réciproque d’un crible par une fleche de C. Il résulte de la proposition 140
(page 264) (faire Z = 1 et identifier 7(1,P(X)) avec Sub(X)) que f* est un morphisme d’algebres
de Heyting, avec un adjoint de chaque coté.

Noter que pour tout crible v sur X, f*(v) est juste la collection des fleches g de cible Y telles que
fog soit dans «. En effet, si on note vz la collection des éléments de v qui sont des fleches de source
Z,on a le carré cartésien :

o —————z

L]

C(Z,Y)?C(Z,X)

9. Ceci ne créera pas de confusion avec la notation f* introduite a la fin de la section 2.1.1 (page 66).
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dans lequel la collection e s’identifie (puisque vz — C(Z, X) est injective) a la collection des fleches
g:Z — Y telles que fog € vz. On conclut en se souvenant que dans une catégorie de préfaisceaux,
les produits fibrés se calculent au dessus de chaque objet (proposition 38 (page 133)).

Dans le cas ou C est une petite catégorie, 'ensemble Sub(f( ) des cribles sur X est aussi 'ensemble
Q(X) des «valeurs de vérité au dessus de X »,(1°) et 1a fleche Q(f) : Q(X) — Q(Y) n’est autre que
[

Sub(X) —— ((

X,
f*—Sub<f)i J/(
Y,

Sub(Y) —— C(

Q) == Q(X)

)" J/Q(f)

Q) —QY)

s,

PROPOSITION 153 Soit C une petite catégorie. Pour tout préfaisceau ¢, la fleche T : ( — Q dans le
topos C est donnée au dessus de l'objet X de C par Uapplication qui envoie tout élément de ((X) sur
le crible maximal (1x) sur X.

Commencons par traiter le cas ou ¢ = 1. Dans tout topos, T : 1 —  est la fleche caractéristique
de la partie pleine de 1, représentée par le monomorphisme identité 1; de 1. On a le diagramme
commutatif suivant :

Sub(1) —— ((1,Q)

Sub(a) i \La*

Sub(X) —=C(X, Q) —— Q(X)

ot @ : X — 1 est Punique atome de sorte X de 1, et ol y est la bijection donnée par le lemme
de Yoneda (proposition 149 (page 277)). Par définition de 2, la correspondance bijective Sub({) —
¢ (¢, ) qui fait de C un topos est celle qui envoie tout sous-objet de ¢ sur sa fleche caractéristique,
ceci quelle que soit la fagon dont cette correspondance est construite. Suivons le parcours de 1;. On
a:

11 —-T

I

ly——>Toar——(Toa)x(1x)

Bien siir, quand on dit que 2(X) est 'ensemble des cribles sur X, on se réféere a une construction
particuliere de (), précisément a celle qui nous a fait définir Q(X) comme Sub(X), avec en plus la
convention que les sous-préfaisceaux de X peuvent étre vus comme des cribles sur X. Dans le cas
de cette construction, le composé de la ligne inférieure du diagramme ci-dessus est 'application
identique, ce qui signifie que (T o a)x(1x) est 1y, c’est-a-dire le crible maximal (1x) sur X. Par

ailleurs, (Toa)x = Txoax,etona:

X(X) 2 1(X) X (X)
1X } * | <1x>

10. On peut également voir cet ensemble comme une « famille objective » d’éléments généralisés de X. En effet, on a vu
dans la section 4.2.2 (page 221) qu’une fleche f : Y — X pouvait étre interprétée comme un élément de X du point de vue
de Y. Si on se donne une fleche g : Z — Y, le composé fog: Z — X est un autre élément généralisé de X, mais cette
fois-ci du point de vue de Z. Lexistence de la fleche g reliant ces deux éléments généralisés peut étre interprétée comme
le fait qu’il s’agit du méme élément, mais vu de deux points de vue différents. Le fait que g ne soit pas un isomorphisme
peut étre interprété comme le fait que de certains points de vue, 'élément est partiellement caché, voire completement
caché si Z = 0. Si un élément généralisé appartient a cet ensemble, un changement de point de vue ne le fait pas sortir de
Iensemble, d’ou 'appelation de famille « objective » d’éléments généralisés de X.
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ce qui montre que T x envoie * (I'unique élément de 1(X)) sur (1x).

Soit maintenant ¢ un préfaisceau quelconque. La fleche T : ( — 2 est le composé T o (), et on a
pour tout z € {(X), Tx(z) = Tx()x(x)) = Tx(x) = (1x). W

EXERCICE 280 Soit C une petite catégorie et X un objet de C.

(a) Vérifier que lintersection (ensembliste naive) de deux cribles sur X est un crible sur X, et que
pour toute fleche f : Y — X, et tous cribles y et 6 sur X, ona f*(yNd) = f*(y) N f*(0).

(b) Montrer que la conjonction interne (définition 73 (page 213)) est au dessus de l'objet X l'intersec-

tion des cribles sur X.
Ax=N

Q(X) x Q(X) 2270 o(x)

EXERCICE 281 Soit C une petite catégorie, X un objet de C, et m : n — X un monomorphisme. Le
sous-objet [m] de X correspond, comme on U'a vu plus haut, & un unique crible v sur X. Montrer
que la fleche caractéristique de m, x.m : X — Q dans C est, au dessus de Uobjet Z de C, Uapplication
qui envoie tout élément ¢ € X (Z) = C(Z, X) sur le crible ¢*(v) € Q(Z).

EXEMPLE 61 Une petite fable peut donner une meilleure intuition de la notion de vérité dans un topos
de préfaisceaux. Dans une société idéale, il n’y a pas de chien errant. Tout chien a donc un maitre unique
et bien déterminé. La société canine ¢ accepte I'inscription des maitres (méme sans chien), mais n’accepte
I'inscription des chiens que si leur maitre est lui-méme inscrit.

On voit que ¢ est tout simplement un préfaisceau sur 'ordinal 2 vu comme la catégorie :

1MCM4[>C;>10

C(M) est 'ensemble des maitres membres de ¢ et ((C) 'ensemble des chiens membres de ¢. L'application
¢(l) : ¢(C) — ¢(M) dit a quel maitre appartient un chien donné. Notez que le maitre est un attribut du chien
et non le contraire.

La société ¢ organise une exposition canine 7, exclusivement réservée aux membres. Certains maitres s’y
rendent, certains ne s’y rendent pas. De méme pour les chiens, avec la différence qu’aucun chien ne se rend a
Pexposition sans son maitre, ce qui signifie trés exactement que ¢(!) envoie 7(C) dans n(M), c’est-a-dire que n
est un sous-préfaisceau de (.

Le classifiant du foncteur des sous-objets est facilement
obtenu comme précédemment pour les graphes. En ef-
fet, un maitre ne peut avoir vis-a-vis de 'exposition que
deux statuts : il est présent ou absent. Un chien peut
avoir trois statuts : il est présent (nécessairement avec
son maitre), il est absent mais son maitre est présent
ou il est absent ainsi que son maitre. Le préfaisceau
Q (avec son sous-préfaisceau T) est donc comme repré-
senté ci-contre.

Jules est le prototype du maitre qui vient a I'exposition et Rex le prototype du chien qui vient a I'exposition
(avec son maitre Jules). Jazou est le prototype du chien qui ne vient pas a I'exposition alors que son maitre
(Jules) y vient. Gaston est le prototype du maitre qui ne vient pas a ’'exposition et Médor le prototype du chien
dont le maitre (Gaston) ne vient pas & I'exposition (et qui ne peut donc pas y aller). Noter que Jules (= {1x})
est le crible maximal sur M et que Rex (= {l, 1¢}) est le crible maximal sur C. On a par ailleurs Gaston = 0,
Jazou = {I} et Médor = ).

Nous réutiliserons cette fable a plusieurs reprises par la suite, et en particulier les noms des deux maitres et
des trois chiens, qui ont bien siir chacun leur « caractere ».

EXERCICE 282 Soit C une petite catégorie, ¢ un objet de C.
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(a) On a la bijection 0 : C(¢,Q) — Sub(C), naturelle en (. Montrer que pour tout morphisme f : { — Q
et tout objet X de C, on a 6(f)(X) ={z € {(X) | fx(z) = (1x)}.

(b) Montrer que l’égalité interne = : ( x { — §Q (section 4.1.6 (page 211)) est donnée au dessus de
Pobjet X de C par Uapplication ((X) x ((X) — Q(X) qui envoie (z,y) sur 'ensemble des fleches f de
cible X telles que ¢(f)(z) = ((f)(y).

Interprétons les affirmations de cet exercice dans notre fable canine. Notons f : { — Q la fonction caractéris-
tique de I'exposition 7. Ce que dit la question (a) est que 'exposition est constituée des maitres et des chiens
dont I'image par f se trouve dans le sous-préfaisceau T de (2, c’est-a-dire est le crible maximal sur 'objet qui
définit leur sorte (maitre ou chien). Ce que dit la question (b) est plus intéressant. Q(M) n’a que deux élé-
ments, et un couple de maitres est envoyé sur Jules §’il s’agit de deux fois le méme maitre, sur Gaston sinon.
Par contre, un couple de chiens identiques est envoyé sur Rex, un couple de chiens non identiques mais ayant
le méme maitre est envoyé sur Jazou et un couple de chiens de maitres distincts est envoyé sur Médor.

On voit donc que deux chiens distincts qui ont le méme maitre ne sont, du point de vue de ’égalité interne,
ni égaux (Rex) ni différents (Médor). Ils ont quelque chose en commun (leur maitre) et ceci est détecté par la
valeur (Jazou), intermédiaire entre vrai et faux, que leur attribue 1’égalité interne.

EXERCICE 283 Soit C une petite catégorie, ( et 1) des objets de C.

(a) Soit f :n x ¢ — Qune fleche de C, et soit Ze(f) :m — P(C) sa curryfiée (définition 70 (page 207)).
Montrer que pour tout objet X de C, lapplication X¢(f)y : n(X) = P(¢)(X) est donnée par :

Sc(f)x (@) ={(p:Y = X,9) [ fy(n(e)(x),y) = (1v)}

(b) La fléche canonique « appartenance » >: P(¢) x ¢ — Q (définition 70 (page 207)) donne au dessus
de lobjet X de C lapplication >x: P(C)(X) x ¢(X) — Q(X), cest-a-dire 5x: Sub(X x ¢) x {(X) —
Sub(X). Montrer que cette application est donnée par :

ox () ={f:Y = X | (f,{()(2)) € a}

(¢) Montrer que la fleche singleton (definition 71 (page 212)) o : { — P(({) envoie, pour tout objet X
de C, tout élément x € ((X) sur lensemble des sections partielles de la forme (p,((¢)(z)) ot ¢ est
une fleche quelconque de cible X, autrement dit :

ox(x) ={(p:Y = X,y) |y =((p)(x)}

Reprenons notre fable canine. ¢ et 7 sont maintenant deux sociétés canines. Le morphisme f de la question (a)
représente une relation entre les deux. Il forme des couples de maitres (un maitre de chaque société), en en-
voyant un tel couple sur Jules, et des couples de chiens. Bien sfir, si deux chiens ont des maitres appariés, leur
couple est envoyé sur Rex ou sur Jazou, ce qui est la condition pour que f soit un morphisme de préfaisceaux.

Il y a trois sortes de sections partielles de ¢ : (1, m) au dessus de M, (I,m) et (1¢,c) au dessus de C, ou
m est un maitre et ¢ un chien. Comme il n’y a que trois fleches, seuls les seconds éléments de ces couples
comptent. Ainsi, un élément de P({) de la sorte « maitre » est juste un ensemble de maitres de ¢, alors quun
élément de P(¢) de la sorte «chien » est un ensemble mixte de maitres et de chiens, tel que tout chien de
I’ensemble soit accompagné de son maitre (stabilité par composition a droite par [). De plus, il est important
de remarquer que deux éléments de P(() de la sorte chien peuvent trés bien ne contenir aucun chien et étre
pourtant distinct parce qu’ils ne contiennent pas les mémes maitres. Cette remarque est importante et nous
y reviendrons lorsqu’il nous faudra comprendre comment on fabrique le faisceau associé a un préfaisceau.

Soit maintenant m un maitre de 7. Ce qu’affirme la question (a) est que X¢(f)ns(m) est 'ensemble des maitres
de ¢ qui sont appariés a m, car dans la formule donnée, ¢ ne peut étre que 1,,. Soit ¢ un chien de 7. Ce
qu’affirme la question (a) est que X¢(f)c(c) est composé de tous les chiens de ¢ appariés a c (en prenant
¢ = 1¢) et de tous les maitres de ¢ appariés au maitre de ¢ (en prenant ¢ = [). La version curryfiée de la
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relation f, tient donc compte du fait que chaque chien est en quelque sorte apparié a des maitres via son
propre maitre.

Voyons maintenant ce que signifie la description de 'appartenance donnée par la question (b). Dans le cas des
maitres, si o est un ensemble de maitres et m un maitre, on a 35 (a,m) = {f : Y — M | (f,{(f)(m)) € a}.
Mais ici, Y ne peut étre que M et f ne peut étre que 1p;. On a donc 35 (a,m) = @ = Gaston si m ¢ a et
Sum (a,m) = {1p} = Jules si m € a. Soit maintenant « un ensemble mixte de maitres et de chiens (chaque
chien y ayant son maitre) et c un chien. On a 3¢ (o,¢) = {f : Y — C| (f,¢(f)(c)) € a}. Cette fois, f peut
étre 1¢ ou l. La fleche 1¢ se trouve dans 3¢ («,c) si c est dans « et la fleche [ se trouve dans 3¢ (a,c) sile
maitre de ¢ est dans a. On voit donc que 3¢ («, ¢) vaut Rex si ¢ est dans « (nécessairement avec son maitre),
Jazou si ¢ n’est pas dans « mais si son maitre s’y trouve, et Médor si ni lui ni son maitre ne s’y trouvent. D’une
certaine facon, un chien qui n’appartient pas a «, mais dont le maitre est dans «, y est quand méme un peu
présent (Jazou)!

Enfin, essayons de comprendre la « fleche singleton canine ». Si m est un maitre, la formule donne o (m) =
{m}. Si c est un chien, elle donne o¢(c) = {m, c}, o m est le maitre de c. En effet, dans ce cas la fleche ¢ peut
étre 1¢ ce nous donne ¢, ou ! ce qui nous donne le maitre de c. La paire {m, c} est donc un «singleton de la
sorte chien ».

Dans cet exemple, tout affirmation qui concerne les maitres est de caractere booléen, car il n’y a que deux
maitres dans . Par contre tout ce qui concerne les chiens releve d’'une logique ternaire. Rex signifie « vrai »,
Médor signifie « faux » et Jazou est entre les deux. En fait le role de la valeur de vérité « Jazou » est d’exprimer
le fait qu'une certaine chose est fausse pour le chien tout en étant vraie pour son maitre. En fait, il doit
apparaitre clairement que 1'objet 2 dans un topos de préfaisceaux apporte toutes les nuances possibles a la
notion de vérité, compte tenu des sortes d’éléments et des contraintes qui existent entre eux, c’est-a-dire de
leurs relations via les attributs.

Remarque : Cette fable canine aurait pu étre une fable simpliciale. En effet, dans le cas des ensembles simpli-
ciaux, toutes ces notions prennent de méme un sens géométriquement évident, peut-étre méme plus évident
que dans la fable canine. Nous avons préféré les préfaisceaux sur 2 pour des raisons de simplicité.

5.2 Faisceaux.

Nous commencgons par explorer I’exemple « classique » des faisceaux d’ensembles sur un espace
topologique.

EXEMPLE 62 Considérons un espace topologique X et notons O(X) la catégorie de ses ouverts (qui a les
inclusions entre ouverts pour fleches). A chaque ouvert U de X on peut associer I'ensemble B(U) des fonctions
U — R qui sont bornées, et 'ensemble C'(U) des fonctions U — R qui sont continues. On obtient ainsi deux

L —

préfaisceaux d’ensembles B et C sur X, c’est-a-dire deux objets de O(X), puisque si on a deux ouverts U et
V de X tels que U C V, alors toute fonction bornée (resp. continue) sur V se restreint en une fonction bornée
(resp. continue) sur U.

Une fonction qui est localement continue est continue, alors qu'une fonction qui est localement bornée n’est
pas nécessairement bornée. Le préfaisceau C a donc de « meilleures » propriétés que B. Il a plus précisément
la propriété suivante. Si on recouvre un ouvert U par des ouverts (U, );cr qui sont inclus dans U, et si on se
donne des fonctions continues f; : U; — R, telles que pour tous ¢ et j, la restriction de f; a U; N U; soit égale
a la restriction de f; a U; N Uj, alors il existe une unique fonction continue f : U — R telle que pour tout i,
la restriction de f a U; soit f;. On voit que la fonction f est obtenue en «recollant » ensemble les « morceaux »
fi- Quand on colle de cette facon des fonctions continues on obtient une fonction continue. Quand on colle
de la méme facon des fonctions bornées, on obtient une fonction qui n’est pas nécessairement bornée. Un
préfaisceau qui a, comme C, cette propriété de recollement est appelé un « faisceau ».

Les objets (U;); et (U; N Ug);x avec les inclusions entre eux forment un diagramme dans O(X). De plus les
inclusions de ces objets (ces ouverts) dans U forment un cocone de sommet U sur ce diagramme. Ci-dessous,
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on a représenté la partie de ce cocone qui concerne les indices 7 et j.

U

/TN

U; U;

~N 7

UiﬂUj

La condition de recollement dont il vient d’étre question dit en fait tout simplement que I'image de ce cocéne
par le foncteur (contravariant) C est un cone limite dans Ens :

)

SN

CUs) c(Uj)

\ /

C(Us N U;y)

En effet, d’apres la description qui en est faite dans la proposition 34 (page 130), le sommet d’un cone limite
sur le diagramme des (C(U;)); et C((U; N Uy)),i est fait des familles (f;, gjr)ijx d’éléments de ces ensembles
qui se correspondent par les applications de restriction, c’est-a-dire telles que g, soit la restriction de f;
aussi bien que de fx. Donc demander que C(U) soit le sommet d’un tel cone limite est demander que pour
toutes telles familles (f;, g;« ), il existe un unique f € C(U) tel que la restriction de f a C(U;) soit f; et que la
restriction de f & U; N Uy soit g;x. Cest notre propriété de recollement.

Bien entendu, pour exprimer le fait qu'un préfaisceau F' donné est un faisceau, on ne demande pas que F
envoie tous les cocones sur des cones limites. Par exemple, on ne demande pas que F envoie le cocone obtenu
en ne retenant que les ouverts (U;); et Pouvert U, et en oubliant les U; N U; (et donc aussi certaines fleches
du diagramme) sur un cone limite. En effet, demander une telle chose reviendrait & demander que si on a des
fonctions continues f; définies sur les ouverts U; mais sans rapport entre elles, on ait une fonction continue f
dont la restriction a U; soit f;. Ce n’est bien siir pas ce qu’on veut.

—

Dans le cas du topos O(X), on demande que si deux ouverts U; et U; sont dans le diagramme, il en soit de
méme de U;NU;. En fait, on peut aussi bien demander que tout ouvert V qui est contenu dans 1'un des U; fasse
partie du diagramme. Un tel ouvert V est dit « assujeti » a la famille (U;);. La propriété de recollement, par
exemple pour les fonctions continues, s’exprimera dans ce cas par la condition que si une fonction continue fv
est donnée sur chaque ouvert V assujeti 4 la famille (U;);, et si ces fonctions sont telles que pour V' C V la
restriction de fy & V' soit fy alors il existe une unique fonction continue f définie sur U dont la restriction a
chaque V est fir. Noter que les ouverts assujetis au recouvrement (U;); de U forment un crible sur U, quon

appellera un crible « couvrant », car U = U U;. Pour exprimer le fait que F est un faisceau, on demande donc

i
que les cribles couvrants (vus comme des cocones) soient envoyés par F' sur des cones limites.

5.2.1 Topologies de Grothendieck.

Plus généralement, remplacons la catégorie O(X) par une petite catégorie C. On va choisir pour
chaque objet U de C, une famille de J(U) de cribles sur U, qu’on comprendra intuitivement commes
des cribles « couvrants ». Un préfaisceau ¢ € C sera un faisceau s'il envoie tout crible couvrant
sur un cone limite. Il reste a déterminer les propriétés que doivent avoir les ensembles J(U) pour
qu’une théorie raisonnable de faisceaux puisse étre développée dans le tolgsﬁ. En fait, il s’agit de

formaliser les propriétés qu’ont les cribles couvrants dans le cas du topos O(X).
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DEFINITION 99 Soit C une petite catégorie, et pour chaque objet U de C, soit J(U) un ensemble de
cribles sur U. La famille d’ensembles (J(U))ucon(c) est appelée une « topologie de Grothendieck »
surCsi:

e (1) Pour chaque objet U le crible maximal sur U appartient & J(U).
e (2) Pour toute fleche f : U' — U, et tout v € J(U), on a f*(v) € J(U'). (Axiome de stabilité)
[}

)
)
(3) Pour tout v € J(U) et tout crible ¢ sur U tel que pour toute fleche f : V — U de ~,
fr ) e J(V),onad e JU). (Axiome de transitivité)

Le couple (C,J) est appelé un « site ». Les éléments de J(U) sont appelés les « cribles couvrants »
(sous-entendu : couvrant U). Pour toute fleche f : V — U de C, si le crible f*(v) couvre V, on dit que
«y couvre f ».

—

EXEMPLE 63 Examinons le cas du topos O(X). Dans ce cas, on prend pour J(U) ’ensemble des cribles
sur U qui recouvrent U. La condition (1) dit que la famille de tous les ouverts inclus dans U recouvre U. La
condition (2) dit que si (U;); recouvre U et si V est inclus dans U, alors (U;NV); recouvre V. Enfin, la condition
(3) dit que si v = (U;); recouvre U, alors pour tout crible 6 = (V}); d’ouverts de U (qui a priori ne recouvre
pas nécessairement U), si pour tout i les (U; N V;); recouvrent U;, alors les (V}); eux-mémes recouvrent U.
Autrement-dit, pour recouvrir U, il suffit de recouvrir chacun des U;.(*) En fait, axiome de transitivité dit
que tout crible qui couvre toutes les fleches d’un crible couvrant est lui-méme couvrant.

On voit donc qu’a toute topologie 7 sur I'ensemble X on peut associer une topologie de Grothendieck sur la
catégorie des ouverts de 7, qu'on appellera la «topologie de Grothendieck canonique » sur I'espace topologique

(X, 7).

PROPOSITION 154 Soit J une topologie de Grothendieck sur C, et U un objet de C. Soient v et § deux
cribles sur U.

(@ SiyCcdetye JU), alors 6 € J(U). Autrement-dit, tout crible « plus fin » qu’un crible couvrant
est couvrant.

(b)Siye JU)ets € J(U), alors yN§ € J(U). Autrement-dit, l'intersection de deux cribles couvrants
est un crible couvrant.

(a) Soit f : V — U une fleche de 7. On a f o 1y € v c’est-a-dire 1y € f*(v). Il en résulte que f*(v)
est le crible maximal sur V. De v C 6 on déduit immédiatement que f*(v) C f*(§) donc que f*(9)
est lui aussi le crible maximal sur V, donc f*(§) € J(V). Comme ceci est valable pour toute fleche
f de v, 'axiome de transitivité montre que § € J(U).

(b) Soit f : V — U un élément de v. On a f*(yNd) = f*(d), car dire que f o g € § est équivalent
a dire que fog € yN . Comme f*(5) € J(V), on voit que f*(y N J) couvre V. Comme ceci est vrai
pour toute fleche f de v, 'axiome de transitivité montre que v N § couvre U. B

Remarquer qu’en combinant les propriétés (a) et (b) ci-dessus, on peut affirmer que deux cribles
sont couvrants si et seulement si leur intersection I’est.

EXEMPLE 64 Dans le cas de la topologie de Grothendieck canonique sur la catégorie des ouverts O(X)
d’'un espace topologique X, les deux propriétés de la proposition précédente disent respectivement que si la
famille d’ouverts (U;); recouvre U, alors toute famille contenant plus d’ouverts recouvre a fortiori U, et que si
chacune des deux familles d’ouverts (U;); et (V;); recouvre U, alors la famille des (U; N V});; recouvre U. En
effet, le crible engendré par cette derniére famille est clairement l'intersection des cribles engendrés par les
deux familles (U;); et (V;);.

11. On comprend donc pourquoi cet axiome s’appelle « transitivité ».
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On a vu qu'un crible sur un objet U de C peut étre vu comme un élément de sorte U dans € (c’est-
a-dire un élément de Q(U)). Lensemble J(U) est donc un sous-ensemble de Q2(U). De plus, 'axiome
de stabilité (définition 99 (page 296)) dit que pour toute fleche f : V' — U, la fleche f* = Q(f) :
QU) — Q(V) envoie J(U) dans J(V). En conséquence, J est un sous-objet de €. La proposition
suivante caractérise les sous-objets de ) qui sont des topologies de Grothendieck.

PROPOSITION 155 Soit C une petite catégorie. Dans le topos C, les sous-objets J de Q qui sont des
topologies de Grothendieck sont ceux tels que T C J et qui satisfont la condition suivante pour tout
objet U de C :

e SiveJU)etd g JWU) (6 € QU)), alors il existe une fleche f : V — U appartenant a -, telle
que f*(5) & J(V).

On fera attention au fait que la condition exige I'existence d’'une fleche f non pas quelconque, mais apparte-
nant a v.

On a déja prouvé que toute topologie de Grothendieck .J est un sous-objet de (2, qui contient bien stir
T, car T(U) est juste le singleton contenant le crible maximal sur U. La condition de la proposition
est par ailleurs clairement équivalente a I'axiome (3) de transitivité. Il y a donc juste & montrer la
réciproque.

Soit J un sous-objet de {2 qui contient T et satisfait la condition de ’énoncé. L'axiome (1) de la
définition 99 est évidemment satisfait. Laxiome de stabilité (2) résulte du fait que J est un sous-
objet de Q2. En effet, cette hypothese signifie que pour toute fleche f : V — U, f* = Q(f) : QU) —
Q(V) envoie J(U) dans J(V). Ainsi, siy € J(U),on a f*(y) € J(V). Enfin, ’'axiome de transitivité
(3) est équivalent a la condition de I’énoncé. m

EXEMPLE 65 La proposition 155 permet de déterminer assez facilement les sous-objets de Q qui sont des
topologies de Grothendieck dans le cas de trés petites catégories, comme par exemple la catégorie 2 de notre
fable canine (exemple 61 (page 293)). Remarquons déja que la condition de la proposition 155 est vérifiée si
~ contient 1y, c’est-a-dire si v est le crible maximal sur U. Bien entendu, une topologie de Grothendieck doit
aussi satisfaire les conditions de la proposition 154 (page 297).

Lobjet 2 de 2 a cing sous-objets contenant T et vérifiant les conditions de la proposition 154. Il sont repré-
sentés ci-dessous, la disposition des éléments étant 1a méme que dans 'exemple 61 (page 293), c’est-a-dire les
deux maitres (cribles sur M) sur la ligne supérieure et les trois chiens (cribles sur C) sur la ligne inférieure.
Llordre d’inclusion sur les cribles se lit de droite & gauche (les plus petits a droite, les plus grands a gauche).
Dans le cas du numérolona J =T :

Le numéro 5 ne vérifie pas la condition de la proposition 155. En effet, on a Jazou € J et Médor ¢ J, et il
n’existe pas de fleche f dans Jazou telle que f*(Médor) ¢ J, car Jazou = {i} et [ (Médor) = Gaston € J. Il est
facile de vérifier que les cas 1, 2, 3 et 4 vérifient la condition de la proposition 155 et sont donc des topologies
de Grothendieck sur 2.
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EXERCICE 284 Soit C une petite catégorie.

(a) Montrer qu’en prenant pour J(U), pour tout objet U de C, l'’ensemble singleton ne contenant
que le crible maximal sur U, on obtient une topologie de Grothendieck sur C (dite « topologie dis-
créte »). Montrer de méme qu’en prenant pour J(U) tous les cribles sur U on obtient une topologie de
Grothendieck sur C (dite « topologie grossiére »).(1%)

(b) Montrer qu’en prenant pour J(U), pour tout objet U de C, 'ensemble des cribles ~ tels que pour
toute fleche f : V — Uil existe g : W — V telle que fog € v, on obtient une topologie de Grothendieck
sur C (dite « topologie dense »).

On voit qu'aucun crible vide ne peut appartenir a la topologie dense (prendre f = 1). Dans le cas de notre
fable canine, la topologie dense est la numéro 2 (figure ci-dessus), puisque ni Gaston ni Médor ne peuvent en
faire partie, alors que dans le cas de Jazou, on peut prendre g =Isi f =lcetg=1ypsi f = 1.

Examinons également en quoi consiste la topologie dense dans le cas de la catégorie des ouverts d'un espace
topologique X. La définition de la topologie dense (exercice 284) dans ce cas s’exprime comme suit : Un crible
sur U couvre U si et seulement si tout ouvert inclus dans U contient un ouvert du crible. Dans ce cas, on voit
que tout crible couvrant contient 'ouvert vide, puisque qu’il doit contenir un ouvert contenu dans 'ouvert vide.
Réciproquement, tout crible qui contient I'ouvert vide est couvrant. Par contre, si on considére la catégorie des
ouverts non vides de X au lieu de la catégorie de tous les ouverts de X. Dans ce cas en effet, la définition
de la topologie dense dit qu'un crible couvre 'ouvert non vide U si et seulement si tout ouvert non vide V
contenu dans U contient un ouvert (nécessairement non vide) du crible. Comme on le voit, c’est moins fort
que la notion usuelle de recouvrement ouvert. Par exemple, si f est une fonction de R vers R définie par une
fraction rationnelle, donc continue sauf en un nombre fini de points, f n’est pas localement continue au sens
usuel, mais elle ’'est au sens de la topologie dense. En fait, on voit qu'une fonction est localement continue au
sens de la topologie dense si et seulement si il existe un ouvert dense (au sens usuel) sur lequel cette fonction
est continue. Cet exemple justifie 'appellation de « dense » pour cette topologie.

EXERCICE 285 Déterminer toutes les topologies de Grothendieck sur la catégorie :
S
1o 0 =1 1
C e o

EXERCICE 286 On note [n] = {0,...,n — 1} l'ensemble totalement ordonné & n éléments vu comme
une catégorie. Montrer par récurrence sur n que le nombre de topologies de Grothendieck sur [n] est
2",

DEFINITION 100 Soit C une petite catégorie munie d’une topologie de Grothendieck J. Un préfais-
ceau ( € C est appelé un « faisceau » (ot « J-faisceau ») si pour tout objet U de C et tout crible
v € J(U), vu comme un cocone de sommet U, ((7) est un cone limite (dans Ens). On note Sh;(C)(13)
la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les J-faisceaux.

Un morphisme de faisceaux est donc simplement un morphisme de préfaisceaux. On verra plus
loin que Sh;(C) est encore un topos, et que le foncteur d’inclusion i : Sh;(C) — C a un adjoint a
gauche a: ¢ — Sh 7(C), appelé foncteur du « faisceau associé ».( %)

EXEMPLE 66 Voyons ce que sont les faisceaux dans le cas d’une topologie de Grothendieck sur 2. Nous avons
vu qu’il y a quatre topologies de Grothendieck sur 2 (exemple 65 (page 298)).

12. Certains auteurs nomment topologie «triviale » la topologie appelée ici discrete, d’autres nomment topologie « triviale »
celle que nous appelons topologie grossiére. Aussi éviterons-nous I'appelation topologie « triviale ». D’une certaines fagon
d’ailleurs, ces deux topologie sont « triviales ».

13. En Anglais, « faisceau » se dit « sheaf ».

14. Aussi appelé foncteur de « faisceautisation ». En Anglais : « sheafification » functor.
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La topologie numéro 1 est la topologie discrete. Pour cette topologie, tous les préfaiscoe?gux sont des faisceaux
(le crible maximal sur U étant toujours transformé en cone limite par tout foncteur C ©° — Ens, a cause de la
présence de la fleche 1y).

La topologie numero 2 est la topologie dense. Un faisceau pour cette topologie doit transformer les trois cribles
couvrants Jules, Rex et Jazou en cones limites. C’est toujours le cas de Jules et Rex puisque ce sont des cribles
maximaux. La seule condition est donc de transformer Jazou en cone limite.( **) Mais Jazou = {/}, donc pour
tout préfaisceau ¢, ¢(Jazou) est le cone a une seule aréte ((I) : ((C') — {(M). Un tel cone ne peut étre un coéne
limite que si ((!) est une bijection. En conséquence, les préfaisceaux qui sont des faisceaux pour la topologie
dense sont les ensembles (hétérogeénes) de maitres et de chiens dans lesquels chaque maitre a un et un seul
chien.

Dans le cas de la topologie numéro 3, on demande que le crible vide Gaston soit transformé en céne limite. Un
tel cone est un cone sur le diagramme vide, et son sommet doit donc étre un objet final de Ens, c’est-a-dire
un singleton. La condition pour que ¢ soit un faisceau est donc ici que ¢ n’ait qu'un seul maitre ({(M) est un
singleton), lequel peut avoir un nombre quelconque de chiens (y compris zero).

Dans le cas de la topologie 4, qui est la topologie grossiére, on demande qu’il n’y ait qu'un seul chien et un seul
maitre. En conséquence, le seul faisceau est le préfaisceau final 1.

Enfin, on peut remarquer que dans le cas de 1, qu’on identifie 4 Ens, il n’y a que deux topologies de Grothen-
dieck, la topologie discréte pour laquelle tous les ensembles sont des faisceaux, et la topologie grossiére pour
laquelle seuls les singletons sont des faisceaux.

EXERCICE 287 Montrer que toute petite catégorie est isomorphe & une sous-catégorie pleine d’une
catégorie de faisceaux sur un site.

5.2.2 Topologies de Lawvere-Tierney.

Il sagit maintenant de remplacer la catégorie de préfaisceaux C par un topos quelconque. Que va-
t-on retenir des propriétés de C, muni de la topologie de Grothendieck J sur C? La topologie de
Grothendieck J est un sous-objet de 2, et ce sous-objet a une fleche caractéristique x; = ;7 : Q2 — Q.
Ce sont les propriétés de cette derniere fleche que Lawvere et Tierney ont axiomatisées.

Il est donc nécessaire de comprendre 'application j; : Q(U) — Q(U) pour tout objet U de C. Cette
application opére sur les cribles sur U. Elle envoie tout crible qui couvre U (c’est-a-dire tout élément
de J(U)) sur le crible maximal sur U, puisque T est fait de tous les cribles maximaux. Mais qu’en
est-il des autres cribles?

EXEMPLE 67 Avant d’énoncer la proposition qui suit, on peut remarquer qu’il est trés facile de déterminer
j : 2 — Q dans le cas des quatre topologies de Grothendieck sur 2 (exemple 65 (page 298)). En effet, j doit
envoyer tout élément = de 2 sur I'élément de méme sorte qui a par rapport a T le méme statut que = par

rapport a J. En conséquence, j envoie tout élément sur lui-méme, sauf les suivants. Topologie 2 : Jazou —
Rex, topologie 3 : Gaston — Jules, Médor — Jazou, topologie 4 : Gaston — Jules, Jazou — Rex, Médor — Rex.

PROPOSITION 156 Pour tout objet U dans la petite catégorie C munie de la topologie de Grothen-
dieck J, et tout crible v € J(U), ju(y) est 'ensemble des fleches de cible U couvertes par +.

La démonstration de cette proposition repose le fait que dans tout topos les fleches de cible {2 sont caractérisées
par le pullback qu’elles donnent de T, ce qui résulte immédiatement de la définition de Q.

Notons ki () I’ensemble des fleches de cible U qui sont couvertes par v. Noter qu’il s’agit clairement
d’un crible sur U par 'axiome de stabilité. Toujours par 'axiome de stabilité, tout crible qui couvre
U couvre toute fleche de cible U. En conséquence, ki (y) est le crible maximal sur U dés que v €

15. J’espere ne pas avoir de probléme avec la S.P.A.
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J(U). Réciproquement, si ki (y) est le crible maximal sur U, alors v couvre toute fleche de cible U,
en particulier la fleche identité 1y, et donc v € J(U).

Par ailleurs, ki : Q(U) — Q(U) est naturelle en U. Autrement-dit, on a, pour toute fleche f : V' — U,
le diagramme commutatif :

En effet, soit un crible v € Q(U). Les éléments de ky (f*()) sont les fleches g : ¢ — V couvertes
par f*(v), c’est-a-dire telles que g*(f*(v)) € J(e). D’autre part, les éléments de f*(ky(y)) sont les
fleches g : @« — V telles que f o g soit couverte par v, c’est-a-dire telles que (f o g)*(y) € J(e).

Il résulte de ce qui précede que k : Q —  est une transformation naturelle, et que J est le pullback
de T le long de &k, donc que k = j. =

PROPOSITION 157 Soit U un objet dans une petite catégorie C muni d’une topologie de Grothendieck
J, et soit v un crible sur U. Si jy(ju(vy)) = T, alors juy(y) = T. De maniére équivalente : si jy ()
couvre U alors ~ couvre U.

En effet, v couvre chaque fleche de ji(vy) (proposition 156), et jy(v) couvre U par hypothese.
L’axiome de transitivité dit alors que v couvre U. B

PROPOSITION 158 Soit C une petite catégorie munie d’une topologie de Grothendieck J, qu’on verra

comme un sous-objet de Q2 € Ob(C). La fleche caractéristique de J, j : Q — Q, a les propriétés
sutvantes :

e (1)joT =T
e (2)joj=7
e B)Ao(jxj)=joA
o A est la conjonction interne du topos C (definition 73 (page 213)). Autrement-dit, on a les dia-

grammes commutatifs suivants :

T

11— o1 OxQ-Ls0

NEo

QxQ——s0Q

<2

/
-~
.

2

(1) Laxiome (1) de la définition 99 dit que J(U) contient le crible maximal sur U. Les cribles maxi-
maux définissent la fleche T : 1 — Q (proposition 153 (page 292)). Précisément, pour chaque objet
UdeC, T(U):1(U) — Q(U) est 'application qui envoie I'unique élément de 1(U) = 1 sur le crible
maximal sur U. Daxiome (1) dit donc simplement que la fleche T : 1 — 2 se reléve le long de J :

—_—

° 1
7
bk
.0 Q0

1*T> S

J
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ce qui est équivalent a dire que jo T = T.

(2) Soit U un objet de C, et v un crible quelconque sur U. Notons pour commencer que toute fleche
f V. — U de v est couverte par v. En effet, dans ce cas, f*(v) contient le crible maximal sur
V, et lui est donc égal. Or ce dernier appartient a J(V). On a donc l'inclusion v C jy(v), donc
Jju(y) C ju(ju (7)), puisque ceci vaut pour tout «, donc en particulier pour jy (7). Il reste a prouver
que toute fleche de jy (ju (7)) est dans jy (7). Or, pour toute f : V — U, f € ju(ju(y)) signifie que
T Gu(y)) € J(V), autrement-dit que f est couverte par jy (7). Il s’agit donc de montrer que toute
fleche couverte par jy () est aussi couverte par v. Or, de f*(jy(v)) € J(V) on déduit jy (f*(y)) €
J(V') par naturalité de j, donc que jy (jv (f*(7))) = T. D’apres la proposition 157, ceci implique que
Jv(f*(y)) = T, donc que f*(vy) € J(V), c’est-a-dire que v couvre f.

(3) 11 résulte de la proposition 154 (page 297) que l'intersection v N ¢ de deux cribles est un crible
couvrant si et seulement si les deux cribles v et § sont eux-méme couvrants. Il revient au méme de
dire qu’on a le carré cartésien suivant (dans Ens) :

n

J(U) x J(U) —"= J(U)

-

QU) x QU) ——

)

Compte tenu de la proposition 38 (page 133) et de la question (b) de ’exercice 280 (page 293), ceci
revient a dire que le carré :

A
oeX 06 —>o

o

OxQ——0
A

est cartésien (dans C). Il en résulte que le monomorphisme .J x J est équivalent au pullback de T le
long de j o A. D’autre part, on a le diagramme suivant dans lequel les deux carrés sont cartésiens,
d’apres les exercices 140 (page 119) et 242 (page 238) (et le fait qu’il n’y a qu'un seul isomorphisme
delverslx1):
exX e 1x1 1
Jx Ji i TxT l T
Q

QXQﬁQXQH
JXj A

Il en résulte que joA=Ao(jxj). W

DEFINITION 101 Soit T un topos. Une « topologie de Lawvere-Tierney » sur T est une fleche j : ) —
Q satisfaisant les trois propriétés de la proposition 158 (page 301).

On a donc démontré ci-dessus qu’a toute topologie de Grothendieck .J sur une petite catégorie C
correspond canoniquement une topologie de Lawvere-Tierney sur le topos C.

EXERCICE 288 Montrer que la correspondance définie ci-dessus entre topologies de Grothendieck
sur C et topologies de Lawvere-Tierney sur C est bijective.

EXERCICE 289 (a) Vérifier que pour tout topos T, la double négation —— : Q) — ) est une topologie
de Lawvere-Tierney.
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(b) Montrer que dans le cas ot T = C, cette topologie est celle qui est associée & la topologie dense
sur C.

() Montrer qu’un sous-objet A d’'un objet X d’un topos est dense dans X pour la topologie de la
double négation si et seulement si AN B # (), pour tout sous-objet B de X distinct de (. (Utiliser
lexercice 40 (page 41).)

EXERCICE 290 Soit T un topos. Soit i : J — Q un monomorphisme tel que T : 1 —  se reléve le
long de i en une fleche \ : 1 — J, c’est-a-dire que io X\ = T.

(a) Montrer que le carré suivant, ou A est le morphisme diagonal, est cartésien :
1
T\L
Q

(b) En déduire que si j est une topologie de Lawvere-Tierney sur T, on a Ao (j,1q) = 1q.

A0

—>Jx1
lixT
—_—

0
QA xN
A

EXERCICE 291 Un «systéme dynamique discret » est un couple (X, ), ot X est un ensemble et o est
une application de X vers X, qu’on appelera la « dynamique » du systeme. On notera X ce systéeme
dynamique quand ¢ est sous-entendue. On notera d’ailleurs ¢ la dynamique de tous les systémes.
Un « morphisme » de (X, p) vers (Y, ) est une application f : X — Y telle que po f = fo¢. On
notera D la catégorie des systéemes dynamiques discrets. Un point x de X est dit « périodique » s’il
existe un entier naturel k # 0 tel que ©*(z) = z.

(a) Montrer que D est un topos.

(b) Exhiber un objet Q) de D pouvant servir de classifiant du foncteur des sous-objets, et décrire
les monomorphismes 1, T : 1 — Q représentant les valeurs « faux » et « vrai ». Le topos D est-il

bivalué ?(19)
(¢) Soit (X, p) un systeme dynamique a deux éléments dont l'un seulement est fixe par ¢. Faire la

liste de ses sous-systémes et en déduire que le topos D n’est pas booléen.(17)

(d) Soit X un systeme dynamique discret. Expliquer pourquoi la négation — : Sub(X) — Sub(X)
de lalgeébre de Heyting externe Sub(X) est Uapplication qui envoie un sous-systéeme A sur le plus
grand sous-systeme de X disjoint de A.

(e) Montrer que pour tout systeme dynamique (X, ), U'algebre de Heyting externe Sub(X) est une
algebre de Boole si et seulement si tous les points de X sont périodiques.

(f) Décrire la topologie de la double négation sur le topos des systéemes dynamiques discrets en
donnant explicitement 'image par —— de tous les éléments de ).

(g) Montrer qu’un systéeme dynamique discret est un faisceau pour la topologie de la double négation
si et seulement si sa dynamique est une bijection.

(h) Montrer que le topos des faisceaux de D pour la topologie de la double négation ne satisfait pas
laxiome du choix externe.

16. On rappelle qu'un topos 7 est bivalué si 7(1,2) ne contient pas d’autres éléments que L et T.
17. On rappelle qu’un topos 7 est booléen si pour tout objet X de 7, l'algébre de Heyting Sub(X) est une algebre de
Boole.
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(i) Trouver la faute dans le raisonnement suivant (dont la conclusion est clairement fausse) : D’apres
la question (g), le systéeme dynamique (Z, p) (ot p(z) = x + 1) est un ——-faisceau. Le topos Sh__ (D)
est booléen, donc Sub((Z, ¢)) est une algébre de Boole, donc tout élément de (Z, ) est périodique
d’apres la question (e).

5.2.3 Retour au langage interne.

Sous la forme d’une fleche j : @ — Q, la topologie prend nettement un parfum logique, puisque
Q est '« objet des valeurs de vérité » du topos 7. Lopération j : Q@ — Q apparait alors comme un
« opérateur modal », c’est-a-dire un opérateur qui apporte une nuance ou « modalité » sur la notion
de vérité.

Si E est un énoncé du langage interne dans un contexte I, 'énoncé j[E|] est lui aussi interprétable
dans le contexte I'. Bien sir, on a (definition 80 (page 226)) |j[E]|] = j o [ F|,. Les axiomes des
topologies de Lawvere-Tierney se traduisent donc comme suit dans le langage interne :

o JIENF] = jlE]AjF).

Précisément, ces énoncés sont vrais dans tout contexte, si et seulement si j est une topologie de
Lawvere-Tierney. De maniére équivalente, on peut dire que les termes j[T] et T sont égaux, etc. ..
quel que soit le contexte, ou on peut utiliser le symbole < a la place de = (exercice 246 (page 241)).

Dans la langue naturelle, les adverbes sont des modalités,( 1®) puisqu’ils modifient le sens du verbe,
donc du prédicat construit avec ce verbe. En logique modale, une modalité est génériquement tra-
duite par une notion de possibilité, 'énoncé j[FE] signifiant alors «il est possible que E ». On peut
aussi proposer de traduire j par I’adverbe « presque », j[E] signifiant alors que E est « presque vrai ».
Pour ce qui nous occupe ici, il est préférable de traduire j par I'adverbe « localement ». C’est sans
aucun doute l'intuition qui correspond le mieux a la facon dont nous avons construit les topologies
de Lawvere-Tierney, comme des généralisations de celle de Grothendieck. Prenons par exemple le
préfaisceau ¢ qui a louvert U de X associe toutes les fonctions U — R, et le sous-préfaisceau 7
qui a U associe les fonctions U — R qui sont majorées (par une fonction constante) sur U. Soit
 : ¢ — Q la fleche caractéristique de I'inclusion n C {. Au dessus de 'ouvert U, ¢ envoie une fonc-
tion f définie sur U sur ’ensemble des ouverts inclus dans U sur lesquels f est majorée, alors que
j oy envoie f sur 'ensemble des ouverts qui sont recouverts par des ouverts sur lesquels f est ma-
jorée, autrement-dit sur ’ensemble des ouverts sur lesquels f est localement majorée. Leffet de la
modalité j sur le prédicat interne ¢ est donc bien dans ce cas de lui accoler ’adverbe «localement ».
On peut vérifier bien sir que toute fonction majorée est localement majorée, que toute fonction lo-
calement localement majorée est localement majorée et que toute fonction est localement majorée
et minorée si et seulement si elle est localement majorée et localement minorée. Les axiomes des
topologies de Lawvere-Tierney se traduisent alors de la facon suivante.

e tout énoncé vrai est localement vrai,
e un énoncé est localement localement vrai si et seulement si il est localement vrai,
e E A F est localement vrai si et seulement si E est localement vrai et F' est localement vrai.

Noter que cela ne s’applique qu’a des énoncés E qui sont stables par restriction, en ce sens que si

18. Dans un sens plus général que ci-dessus.
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E est vrai sur un ouvert donné (en supposant qu'on soit dans un topos O(X)) il est a fortiori vrai
sur tout ouvert plus petit. C’est le cas de prédicats comme « étre continu », « étre borné », etc...
mais bien entendu pas le cas du prédicat « &tre connexe ».(?) La connexité est une notion qui ne
s’applique pas ici. Par exemple, si on associe a tout ouvert de X un singleton s’il est connexe et
Iensemble vide sinon, on n’obtient pas un préfaisceau. Par contre, toute restriction de fonction
continue est continue et toute restriction de fonction bornée est bornée. Pour de tels prédicats, les
affirmation de la liste ci-dessus sont évidemment vraies : toute fonction continue est localement
continue, etc. ..

EXERCICE 292 Soit T un topos muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j.

(a) Montrer que la modalité j est croissante pour la relation de déductibilité, c’est-a-dire que si on
a Etr F, alors on a j[E] br j[F)], pour tous énoncés E et F du langage interne de T, interprétables
dans le contexte I

(b) Montrer que les séquents suivantes sont valides dans le langage interne de T, pour tous énoncés
E et F interprétables dans le contexte T et tout énoncé G interprétable dans le contexte T'(x € X) :

o (1) JIE]Vj[F] Fr jlEV F],
(2) j[E = F] Fr jlE] = j[F],

e (3) j[Vaex G| Fr Veex jIG),
(4) Joex JIGl Fr j[Hzex G-

(¢) Montrer par des exemples que les séquents réciproques des précédents ne sont pas toujours va-
lides.

Considérons maintenant 'ensemble {x € Q2 | j[z]}. En compilant ce terme, on obtient :

{z € Q] jlz]}]y

oo (2] eq)

= Xo(j)
Selon l'interprétation définie dans la section 4.6.7 (page 270), la fleche X (j) représente le sous-
objet de Q) dont la fleche caractéristique est j. C’est pourquoi on pose J = {z € Q | j[z]}. Evidem-
ment, J contient T, et on peut considérer J comme une sorte « cloture » de T. Plus généralement,
on peut définir la notion de « cléture » d'un sous-objet quelconque A d’un objet quelconque X. C’est
intuitivement ’ensemble des éléments de X qui sont « presque dans A ».

DEFINITION 102 Soit T un topos muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j, et soit X un objet de
T. Pour tout contexte dans lequel A est un terme (du langage interne de T) de type P(X), on pose :

A={xe X |jlzeA}
A est appelé la « cloture » (ou « j-cléture ») de A.

Par exemple, dans le cas du topos (’)/()?) des préfaisceaux sur un espace topologique X, si I’énoncé
f € B signifie « f est bornée », alors ’énoncé j[f € B], c’est-a-dire f € B signifie « f est localement
bornée ».

Malgré les analogies qu'on va constater entre cette opération de cléture et celle d’adhérence en topo-
logie générale, on verra qu’elles n’ont pas les mémes propriétés.(2°) Par exemple,ona AN B = ANB

19. 11 est bien connu qu’'un espace connexe n’est pas nécessairement localement connexe.
20. C’est pour cette raison que j’ai opté pour le nom « cléture » plutét que pour le nom « fermeture ».



306 Chapitre 5. Modeles.

pour des sous-objet de X dans le topos 7, alors que dans un espace topologique, I'adhérence d'une
intersection n’est pas en général l'intersection des adhérences.(?!) Noter toutefois, que 1'égalité
YN =7N4, dans le cas ou v et § sont des cribles sur un ouvert U d’'un espace topologique (c’est-a-
dire des sous-objets de U7), dit une chose bien évidente intuitivement, & savoir que 'ouvert recouvert
par l'intersection des cribles v et § est I'intersection des deux ouverts recouverts respectivement par
v etd.

Compilons maintenant A :

Al = Ex(olz € Alpgex))
x(jo 3 o[ Alp o7y, m2))
x(jo 3 o([A] x 1)
x(jo3)o [Alp

by
X
Y

La fleche £ x (jo 3) : P(X) — P(X) sera elle aussi notée j (mais éventuellement, pour éviter toute
confusion, nous la notons jp(x)). On trouvera plus loin, dans I'exemple 71 (page 318), une descrip-
tion explicite de cette fleche dans un cas particulier. C’est la seule fleche qui rende commutatif le
diagramme :

T(P(X) x X,Q) —> T(P(X), P(X))
j*l l(jp(xﬂ*
T(P(X)x X,Q) = T(P(X),P(X))
En effet, tout élément de 7(P(X) x X,Q) s’écrit de facon unique comme > o (f x 1), ou f €

T(P(X),P(X)), car Ly est bijective et Xy (3 o (f x 1)) = f d’apres l'exercice 219 (page 207). On

a donc (jp(x))«(Ex (30 (f x 1)) = (Jpx)):(f) =jpx)o f =Ex(jo3) o f =Ex(j(30(f x1))). Par
ailleurs, si on a une autre fleche & : P(X) — P(X) telle que k.(Xx(3)) = Xx(j«(3)),on a k = j, car

k= k(1) = ko (Sx(3)).

EXERCICE 293 Soient Z et X des objets dans un topos T muni d’'une topologie de Lawvere-Tierney
J.
(a) Montrer que le carré :
T(Z x X,Q) —2> T(2,P(X))
i lgmm

T(Z x X,Q) ——T(Z,P(X))

est commutatif (autrement-dit : jpx) o Xx(f) = Xx(j o f) pour toute fleche f : Z x X — €.

(b) Montrer que si l’énoncé E du langage interne de T est interprétable dans le contexte T'(x € X),
alors les ensembles {x € X | j[E]}, {x € X | E} et jpx)[{z € X | E}] sont égaux.

Cet exercice dit donc la modalité commute & la compréhension. Désormais, la fleche jp(x) sera
notée j. On a donc étendu j : Q@ — Q a tous les objets de la forme P(Y) de maniére canonique. Bien
entendu, j : P(Y) — P(Y) a des propriétés analogues a celles de j : 2 — Q.

EXERCICE 294 Vérifier que j: P(Y) — P(Y) a les propriétés suivantes :

21. Par contre, 'adhérence d’'une réunion est la réunion des adhérences, puisque I'adhérence est une adjointe a gauche
(exercice 28 (page 21)).
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e joT=T,ouT:1—P(Y)estlacurrifiéede T :1xY — Q,

® joj=1
e jonN=nNo(jxj,oun:PY)xPY)— P(Y) est lintersection interne (section 4.6.6 (page
267)).

EXERCICE 295 (a) Montrer en utilisant la topologie numéro 3 de lexemple 65 (page 298), qu’en
général la fleche jo < : Q x Q — Q n'est pas égale a la fleche <o (j X j).

(b) En déduire qu’en général la modalité ne commaute pas a U'implication.

Par ailleurs, j définit aussi une unique application Sub(X) — Sub(X) qu’on notera jx, telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

T(X,Q) —L~ Sub(X)

| |

T(X,9) — > Sub(X)

On pourra donc parler de la cléture jx (A) d’'un sous-objet(??) A de X et on la notera encore A. Bien
entendu, la famille des (jx) xcob(7) détermine j, puisqu’il suffit de faire X = Q dans le diagramme
ci-dessus pour obtenir j = 67! (jq(0(1q))).

Rappelons qu’on note x : Sub(X) — 7 (X, Q) la bijection réciproque de la bijection §. En suivant le
parcours de A € Sub(X) dans le diagramme précédent, on trouve immédiatement que x5 = j o xa.
On a donc le carré cartésien :

1

iT

Q

EXERCICE 296 Soient A — B — X deux monomorphismes. A peut étre vu comme un sous-objet de
B, et A et B peuvent étre vus comme des sous-objets de X. Montrer que la cléture de A dans B est
Uintersection de B avec la cloture de A dans X.

_

< il

-
JoxaA

En principe, pour éviter toute ambiguité, la cléture de A dans B devrait &tre notée par exemple Ap
et la cloture de A dans X notée Ax. Lexercice ci-dessus dit donc que A = BN Ax. Il n’est toutefois
pas utile de surcharger ainsi les notations, pourvu qu’on convienne que les clétures soient toujours
relatives au plus grand objet ambiant dont il est question dans le texte.(23) Ainsi, dans la situation
de l'exercice précédent, A signifiera Ax et la cléture de A dans B, s’il est nécessaire d’en parler,
sera notée AN B.

DEFINITION 103 On dira qu’un sous-objet A de X est « dense » (ou « j-dense »(?*)) dans X si tout
élément de X est presque dans A, autrement-dit si l'énoncé V,cx jlx € A] est vrai dans le langage
interne (dans le contexte vide). Il revient au méme de dire que A = X (X étant ici vu comme un
sous-objet de lui-méme). Un monomorphisme i : X — Y est dit «dense », s’il représente un sous-objet
dense.

22. Rappelons que ci-dessus, A n’était pas un sous-objet de X, mais un terme de type P(X).

23. Noter qu’en topologie générale, on adopte le plus souvent la méme convention concernant 'adhérence.

24. Llexpression « j-couvrante » aurait peut-étre été plus appropriée, en particulier sur le plan intuitif, mais 'usage a
consacré « j-dense ».
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Dans le langage interne, le fait que le monomorphisme i est dense s’écrit donc Vycy j[Fex v = i[x]],
ce qui est plus faible (en vertu de ’exercice 292 (page 305)) que de dire que i est « presque surjectif ».

PROPOSITION 159 Soit T un topos muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. La cléture définie
ci-dessus est naturelle en X, autrement-dit, le diagramme suivant est commutatif pour toute fleche
f:Y—=X,

Sub(X) —Y Sub(y)

ce qui peut encore s’écrire Sub(f)(A) = Sub(f)(A), pour tout sous-objet A de X, et elle est :
e idempotente : A = A,
o inflationnaire : A C A,
e croissante : A C B entraine A C B,
o et commute & Uintersection : AN B = AN B,

pour tous sous-objets Aet B de X.

Toutes ces affirmations sont des conséquences immédiates de la naturalité de 6 et de la définition
des topologies de Lawvere-Tierney. B

EXEMPLE 68 Examinons en quoi consiste la cloture dans le cadre de notre fable canine (exemples 61 (page
293) et 65 (page 298)). On sait déja ce qu’elle vaut pour 2 (exemple 67 (page 300)). Il est donc facile de I'étendre
a un préfaisceau quelconque, puisque pour tout sous-objet A de X, la fleche caractéristique de A est j o
x 4. Ainsi, dans le cas de la topologie dense (numéro 2 dans I'exemple 65), la cléture d'un sous-objet A d’'un
préfaisceau X contient tous les maitres de A et tous les chiens de X dont le maitre est dans A. En effet, dans
ce cas, j envoie chaque crible sur lui-méme, sauf Jazou qui est envoyé sur Rex, ce qui veut dire précisément
«ajouter tous les chiens dont les maitres sont présents dans A ». Noter qu’on n’obtient pas nécessairement un
faisceau de cette facon, mais qu’on en obtient un si X est déja un faisceau (c’est-a-dire si chaque maitre de
X a exactement un chien).( %) Bien sir, un sous-objet quelconque d’un faisceau n’est pas nécessairement un
faisceau, car un ensemble avec exactement un chien par maitre peut avoir un sous-ensemble avec un ou zéro
chien par maitre.

Voyons également, car cela nous sera utile plus loin pour comprendre le faisceau associé, en quoi consiste
la cléture d’'une partie de P(¢) toujours pour un préfaisceau sur 2. Les maitres de P(¢) sont des ensembles
de maitres de ¢, car les sections partielles au dessus de M sont toutes de la forme (11, m) avec m € ((M).
Les chiens de P({) sont des ensembles de sections partielles de la forme (I,m) et de la forme (1¢,c). La
condition de stabilité par composition a droite dit que si (1¢, ¢) est dans le sous-ensemble, (I, {(c)) doit y étre
aussi. Autrement-dit, un chien de P(¢{) est un ensemble mixte de maitres et de chiens dans lequel chaque
chien a son maitre, cest-a-dire en définitive un sous-préfaisceau de ¢.(?®) Un sous-objet A de P(¢) est donc
un ensemble A(M) d’ensembles de maitres et un ensemble A(C) de sous-préfaiscaux de ¢, tels que pour tout
n € A(C) I'ensemble des maitres de 7 est un élément de A(M). La fleche caractéristique de A envoie tout
ensemble de maitres sur Jules s'il est élément de A(M) et sur Gaston sinon. Elle envoie tout sous-préfaisceau
n sur Rex si n est dans A(C), sur Jazou si n n’est pas dans A(C) mais si I'ensemble des maitres de n est dans
A(M), et sur Médor sinon.

Supposons maintenant que la topologie j soit la topologie dense, c’est-a-dire celle qui envoie Jazou sur Rex et
tout autre crible sur lui-méme. La relation x4 = jox 4 nous dit que pour obtenir la cléture de A, on doit ajouter
a A(C) tous les sous-préfaisceaux de ¢ dont I’ensemble des maitres est élément de A(M) (qui est inchangé).

25. 11 s’agit d'un phénomeéne général. Voir plus loin la proposition 164 (page 313).
26. Cette situation particuliere est dile au fait que le préfaisceau standard C est Iobjet final de 2, soit un maitre avec un
seul chien.
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5.2.4 Faisceaux.

Un faisceau est un préfaisceau qui transforme tout crible couvrant (vu comme un cocone) en cone
limite. C’est cette idée que nous allons maintenant formaliser dans le cas d'un topos quelconque 7
muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. Toutefois, dans ce cas, il n’y a plus de petite catégorie C
et a fortiori plus de cribles. Il va donc falloir exprimer la condition ci-dessus sans I’aide des cribles.
A cette fin, nous revenons au cas des topos de préfaisceaux sur une petite catégorie C munie d’'une
topologie de Grothendieck J.

Soit ¢ € Ob((f) un préfaisceau sur C, c’est-a-dire juste un foncteur ¢ : C” — Ens. Soit U un objet
de C et v € J(U) un crible couvrant U. On sait que v peut étre vu comme un sous-préfaisceau du
préfaisceau standard U. On a donc un monomorphisme i : v — U.(2”) On peut voir par ailleurs U
comme le crible maximal sur U, et 'inclusion i comme celle du crible v dans le crible maximal U.

PROPOSITION 160 Soit C une petite catégorie munie d’une topologie de Grothendieck J. Un préfais-

ceau ¢ € Ob(C) est un faisceau (J-faisceau) si et seulement si pour tout objet U de C et tout crible
couvrant (J-couvrant) i : v — U (i est le monomorphisme canonique de v dans U), Uapplication :

C(U,¢) —C(v,¢)

est bijective.

On peut voir le crible v comme le cocoéne « : 0, — A(U) défini dans la section 5.1.8 (page 291). Dire
que ( est un faisceau est dire (définition 100 (page 299)) que ¢ transforme ce cocone en coéne limite
(dans Ens) (ceci pour tous les cribles couvrants « sur tous les objets U de C). Par ailleurs, on sait
construire un cone limite sur le diagramme ¢(0,) car il s’agit d’'un petit diagramme dans Ens. Le
sommet de ce cone limite est, d’apres la proposition 34 (page 130), 'ensemble des familles (z ) re,
telles que ¢ € ((s(f)) et telles que pour toute fleche ¢ : W — V de C, composable a droite de f,
on ait z¢., = ((¢)(z¢). Une telle famille s’identifie & un morphisme de préfaisceaux de v vers (.
En effet, pour f : V — U appartenant a v, lensemble v(V') (y est ici vu comme un préfaisceau) est
I'ensemble des fleches de V vers U qui sont dans ~. A chaque élément de v(V), la famille x associe
un élément z; € (V). De plus la condition z ., = ((¢)(zs) dit que le carré suivant est commutatif
pour toute fleche p : W — V' :

Y(V) —=¢(V) fr——>xy
'y(cp)l J{C(w) I
V(W) W((W) fogpiﬁxfogp

Le sommet de notre coéne limite sur ¢(d,) est donc ¢ (7,(), et la projection canonique 7; sur l'objet
¢(s(f)) = ¢(V), correspondant a I'objet f de ~, est x — x;. On a bien sir x; = zv (f).

Par ailleurs, on a lisomorphisme y : C(U,¢) — ¢(U) donné par le lemme de Yoneda (proposition
149 (page 277)) et on a la fleche i* : é(U, () — (f(v, (). Le composé :

1

() 2L C(0,¢) = C(7,¢)

27. Rappelons, pour éviter tout malentendu, qu'un crible v sur U est un ensemble de fleches de cible U alors que le
préfaisceau v est un foncteur. La correspondance est celle qui associe a ce foncteur I'union disjointe des v(V') (y(V) est un
sous-ensemble de C(V,U) = U (V) pour tous les objets V' de C. Réciproquement, si v est vu comme un ensemble, le foncteur
correspondant associe a chaque objet V, le sous-ensemble de ~ constitué des fleches dont la source est V.
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est un morphisme entre nos deux cénes sur ¢((9,). Pour s’en assurer, il suffit de montrer que le
carré :

C(0,¢) ——=C(v,¢)

(V) — = <)

est commutatif. Soit 2 : U — ¢ un morphisme de préfaisceaux. On a 7;(2 0 i) = (z 0 i)y (f) =
2v(iv (f)) = 21 (f), et d’autre part ¢(f)(y(z)) = y(z o f) par naturalité de y (proposition 149 (page
277), et enfin y(z o f) = 2y (fv(1v)) = 2v (f).

Il s’en suit que le cone de sommet ((U) est un cone limite si et seulement si i* est bijective. B

Evidemment, la proposition précédente ne suffit pas pour donner une définition des faisceaux dans
un topos quelconque, car le monomorphisme (sous-objet couvrant) i : v — U est spécifique aux
topos de préfaisceaux. La notion qui généralise celle de crible couvrant est celle de sous-objet dense
(definition 103 (page 307))

PROPOSITION 161 Soit C une petite catégorie munie d’une topologie de Grothendieck J. Un pré-
faisceau ( € Ob((f) est un faisceau (J-faisceau) si et seulement si pour tout préfaisceau n et tout
sous-préfaisceau i : A — n dense dans 1, Uapplication :

~

C(n,¢) ——=C(\, Q)

est bijective.

Il suffit de montrer que la condition de I’énoncé de la proposition 160 entraine celle de ’énoncé de
la proposition 161, la réciproque étant triviale.

Soit u : A — ¢ une fleche quelconque. Il s’agit de montrer qu’il existe une unique fleche v : n — ¢
telle que v o ¢ = u. Comme 7 est la colimite de son éclatement I';, : V/n — C (définition 97 (page
281)), on a le cocone colimite v : ', — A(7) (proposition 150 (page 281)). Soit « : Y — 7 un atome de
n (de sorte V), c’est-a-dire une aréte du cocone v, et p : X — ¥ une fleche quelconque. a0y : X — 7
est alors un atome de 7 (de sorte X). Pour tout atome « de 7, notons i, le pullback de i le long de
a. On obtient le diagramme commutatif suivant (sauf la fleche v), la fleche ¢’ étant obtenue par les
propriétés des carrés cartésiens :

taoyp

D’aprés I’hypothese, i’ : C(Y,¢) — C(e, () est bijective (pour tout o). Il existe donc une unique fleche
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Yo 1 Y = C telle que v, 0 iq = u o o'. Par ailleurs,

. . /
Ya©POlaopy = YaO©laO@
'LLOCYIOSOI
wo (o)

Yaop © laop

d’ot1 on déduit que v, © ¢ = Yao,. Il en résulte quil existe une unique fleche v : n — ¢ telle que
voa = v, (pour tout atome aden). Onadoncvoioa’ =voaoi, =, 0iq = uoa’. Comme les o
recouvrent \ (propositions 33 (page 129) et 90 (page 211)) on voit que v o i = u.

Supposons maintenant qu’on ait w :  — ( tel que woi = u. On a alors woaoi, = woioa’ = uod/,
donc w o a = vy, = v o « (pour tout «), enfin w = v. W

Cette proposition nous conduit donc a la définition suivante :

DEFINITION 104 Soit T un topos muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. Un « faisceau » (ou
« j-faisceau ») est un objet X de T, tel que pour tout objet Y de T et tout monomorphisme j-dense
i: A=Y, Uapplication :

T(Y,X) ——=T(A, X)

soit bijective. On note Sh;(T) la sous-catégorie pleine de T dont les objets sont les j-faisceaux.

Il est clair que tout objet de 7 isomorphe & un j-faisceau est un j-faisceau.

EXERCICE 297 Montrer que dans tout topos T muni d’'une topologie de Lawvere-Tierney j quel-
conque, lobjet final 1 est un faisceau.

EXERCICE 298 Soit T un topos muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. Montrer que les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

e j = 1q (topologie discréte),
o tous les objets de T sont des faisceaux,

e ) est un faisceau.

EXERCICE 299 Soit C une catégorie qui a des limites finies (mais qui n’est pas nécessairement un
topos). On définit une «topologie » sur C comme une opération j : Sub(X) — Sub(X), naturelle en
X, telle que :

e (N)joj=1

e (2) A C j(A), pour tout sous-objet A de X,

e (3) j est croissante (pour Uinclusion des sous-objets).

Montrer que U'axiome (3) peut étre remplacé par 'axiome :

e (3) j(AN B) = j(A) N j(B), pour tous sous-objets Aet B de X.(%®)

EXERCICE 300 Soit A un anneau commutatif unitaire, et C la catégorie de ses idéaux (qui est un
ensemble ordonné par inclusion). Vérifier que lopération I — /I, qui envoie tout idéal sur son
radical est une topologie sur C (au sens de Uexercice 299).

28. Autrement-dit, que (1)A)A3)S(DA2)A(S).
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5.2.5 Topos de faisceaux.

Nous allons maintenant montrer que pour tout topos 7 muni d'une topologie j, Sh;(7) est un
topos. Dans cette section, on utilise le foncteur Subr et aussi le foncteur Subgy,, (7). La notation
Sub doit étre lue Subs. Par ailleurs, I’ensemble des sous-objets j-clos de tout objet X de 7 sera
noté ClSub;(X).(%)

PROPOSITION 162 (a) Soit d : I — T un diagramme fini dans un topos T muni d’une topologie de
Lawvere-Tierney j, tel que pour tout i € Ob(I), d(i) soit un j-faisceau. Alors le sommet d’un céne
limite sur d dans T est un j-faisceau.

(b) Le foncteur d’inclusion Sh;(T) — T crée, refléte et préserve les limites finies (donc préserve aussi
les monomorphismes).

(a) D’apres la proposition 31 (page 127) et les exercices 144 (page 122) et 297 (page 311), il suffit de
montrer que si dans un carré cartésien :

_t.pB

Ll

A, B et C sont des faisceaux, il en est de méme de P. Soit i : X — Y un sous-objet j-dense, et
¢ : X — P. 1l g’agit de montrer que ¢ a une unique extension a Y. Comme A est un faisceau, ko ¢
a une unique extension ¥’ A Y (k' oi = ko ), et u o k’ est alors une extension de uokoyp ay
(wok'oi=wuokoy) De méme, o a une unique extension I’ 3 Y, et v o I’ est une extension de
volopaY.Commeuokoyw=1voloyp,etcomme C est un faisceau, on voit que uo k'’ =vol’ et
donc qu’il existe une unique fleche 1) : Y — P telleque koY = k' et o1 =1I'. Comme k' 0i = k o ¢,
onakopoi=kop Deméme,onalooi=10¢p,etdoncy =1 oiet1) estune extension de p a
Y. S’il en existe une autre ¢/',ona ¢ = ¢’ oi,donc ko = ko' oi,donc ko)’ =k = ko. On a de
méme o)’ =lo, doltyp =,

(b) Ainsi, si d est un diagramme fini dans Sh;(7) qui a un coéne limite 7 : A(X) — d dans 7, il
existe un unique coéne dans Sh;(7) qui soit envoyé sur = par le foncteur d’inclusion, a savoir le
cone 7 lui-méme. Ce cdne, qui est un cone limite dans 7, est aussi un cone limite dans Sh;(7") car
Sh;(7) est une sous-catégorie pleine de 7. En conséquence, le foncteur d’inclusion crée les limites
finies. Le fait qu’il les préserve et les reflete résulte de 'exercice 148 (page 125). m

EXEMPLE 69 Le foncteur d’inclusion i : Sh;(7) — 7 ne préserve par contre pas les colimites en général. Par
exemple, reprenons le cas des préfaisceaux sur la catégorie 2, et 1a topologie de Lawvere-Tierney j associée a la
topologie numéro 3 de I'exemple 65 (page 298), celle pour laquelle les faisceaux sont les ensembles de maitres
et de chiens comprenant exactement un maitre (exemple 66 (page 299)). Soient ¢ et n deux prefaisceaux,
ayant respectivement n et m chiens. Leur somme dans 2 est un préfaisceau ayant deux maitres qui ont
respectivement n et m chiens, mais il est facile de vérifier que leur somme dans la catégorie de faisceaux
Sh;(2) est un faisceau ayant un seul maitre possédant n 4+ m chiens. Remarquons également que ce foncteur
ne préserve pas l'objet initial, qui est a un maitre (sans chien) dans le cas de Sh;(2) et est vide dans le cas
de 2. 11 peut arriver toutefois que le foncteur i préserve les colimites. C’est clairement le cas de la topologie
numéro 2 de 'exemple 65.

PROPOSITION 163 Soit i : Y — X un monomorphisme dense dans un topos T muni d’une topo-
logie de Lawvere-Tierney j. Alors, Uapplication Sub(i) : Sub(X) — Sub(Y) induit une bijection
ClSub;(X) — ClSub;(Y).

29. CISub pour «closed subobjects ».
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La propriété de naturalité de la proposition 159 (page 308), qui ici s’écrit Sub(i)(A) = Sub(i)(4),
montre que pour tout sous-objet clos A de X, Sub(i)(A) est clos. Pour chaque sous-objet B de Y,
posons ¢(B) = i,(B) (m, pour un monomorphisme m est défini dans la section 4.1.4 (page 206)). On
va montrer que si A et B sont clos, on a ¢(Sub(i)(A)) = A et Sub(i)(¢(B)) = B.

Soit A un sous-objet clos de X. On a ¢(Sub(i)(A)) = i,(Sub(i)(A4)). Comme Sub(i)(A) = AN [i] (vu
comme un sous-objet de [4]), et comme 4, (A N [i]) = AN [i] (vu comme un sous-objet de X), on a

o(Sub(i)(A) =ANTi]=AnX = 4 = A.

Soit B un sous-objet clos de [i]. On a Sub(i)(i,(B)) = Sub(i)(i,(B)) = B = B d’aprés l'exercice 221
(page 208). m

PROPOSITION 164 Soit i : Y — X un monomorphisme dans un topos 7 muni d’une topologie de
Lawvere-Tierney j. On suppose que X est un j-faisceau. Alors Y est un j-faisceau si et seulement si
Y (vu comme sous-objet de X) est j-clos.

Supposons que Y soit clos dans X, et soit £ : A — B un monomorphisme quelconque représentant
un sous-objet dense. Soit enfin f : A — Y une fleche quelconque. Comme X est un faisceau, il existe
une unique fleche g : B — X rendant commutatif le diagramme suivant (en fleches pleines) :

[

A1
/f

)-.<

h

-

P

B——
g

qui montre que le monomorphisme k est contenu dans le monomorphisme qui est le pullback de i le
long de g, c’est-a-dire que A C Sub(g)(Y).Onadonc B = A C Sub(g)(Y) = Sub(g)(Y) = Sub(g)(Y).
Mais ceci signifie que g se factorise a travers i en une fleche h. Ona alorsiohok =gok =1io f, et
comme i est un monomorphisme, on obtient hok = f. Sion a h'ok = f, alors on a ioh/ok = iof = gok.
Comme k est dense et X est un faisceau,onaioh’ =g=ioh,douh="1.

Réciproquement, supposons que Y soit un faisceau. On a le carré commutatif (en fleches pleines) :

y 1oy
4
)

(ot k est 'inclusion de Y dans Y et i I'inclusion de Y dans X). Comme Y est dense dans Y et comme
Y est un faisceau, on a une fleche 4 : Y — Y (unique) telle que hok = 1y. On a donc iohok = i = iok.
io h et i sont donc deux extensions de i 4 Y, et comme X est un faisceau, on doit avoirioh = 3. Il
s’en suit que h est un monomorphisme, donc un isomorphisme, enfin que k est un isomorphisme. B

PROPOSITION 165 Soit T un topos muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. Pour tout j-faisceau
X, lensemble Subgy, (1) (X) s’identifie canoniquement au sous-ensemble ClSub;(X) de Subr(X)
des sous-objets j-clos de X.

En effet, comme le foncteur d’inclusion Sh;(7) — 7T préserve les limites finies (proposition 162
(page 312)), il préserve les monomorphismes (exercices 135 (page 118)). Comme Sh;(7) est une
sous-catégorie pleine de 7, il résulte de I'exercice 98 (page 95) qu’on a une inclusion canonique
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i : Subgp;(7)(X) — Subgr(X). Il résulte de la proposition 164 (page 313) que I'image de i est
Iensemble des sous-objets clos de Sub(X).®

On notera P;(Y) I'égaliseur des deux fleches 1,5 : P(Y) — P(Y) :

1

Pi(Y) - PY)

Nz

Y)

P(Y)

Comme 10 j = joj, la fleche j se factorise & travers s en une fleche r : P(Y) — P;(Y) telle que
sor = j, donc telle que soros = jos = s. Comme s est un monomorphisme (proposition 29
(page 121)), on a r o s = 1p,(y), autrement-dit P;(Y’) est un rétract de P(Y"). On notera également
que la relation j o T = T entraine que T se factorise a travers s en une fleche T : 1 — P;(Y). En
d’autres termes, « P;(Y) contient la partie pleine de Y ». De r o s = 1p (y), on déduit ro T = T.
Autrement-dit, « T est fixe dans la rétraction de P(Y") sur P;(Y) ».

Lobjet P,(1) sera noté Q;.

EXERCICE 301 Déterminer le sous-objet Q; de ) pour chacune des quatre topologies de Grothen-
dieck sur Uordinal 2 (exemple 65 (page 298)). Vérifier que §); peut étre ou ne pas étre dense dans
Q.

EXERCICE 302 Vérifier que dans un topos T muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j, un prédi-

cat interne f : X — Q se factorise a travers s : Q; — ) si et seulement si le sous-objet T de X est
j-clos.

PROPOSITION 166 Soit T un topos muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. Pour tout objet X de
T, Uobjet P;(X) est un j-faisceau, et on a une bijection i) : T(Y,P;(X)) — ClSub,(Y x X) naturelle
en XetenY.

Noter qu’on ne demande pas que X soit un faisceau.

Soit £ : A — B un monomorphisme de 7, avec A dense dans B, et f : A — P;(X) une fleche
quelconque. On a le carré cartésien :

Ax XL oA

BXX?B

c’est-a-dire que Sub(m;) : Sub(B) — Sub(B x X) envoie A sur Ax X. Comme Sub(m) commute a la
cloture (naturalité de la cloture), on voit que A x X = B x X, c’est-a-direque k x1: AXx X — Bx X
est un monomorphisme dense. Par ailleurs, le foncteur Z — 7 (A4, Z) préserve les limites (exercice
155 (page 130)), ce qui montre que la ligne supérieure du diagramme :

1
Sx

T(A,P;(X)) T(A,P(X)) . T(A,P(X))
ClSubj\EA X X)(Z—> Sub(A x X) 1 Sub(A4 x X)

Jaxx
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est un égaliseur. La fleche J4«x est la cloture (par définition), ce qui fait que la ligne inférieure
est encore un égaliseur, d’'ou l'existence d’'une unique fleche ¢ : 7(A x P;(X)) — ClSub;(A x X)
telle que 0 o s, = i o 7). Comme les fleches 6 sont bijectives et naturelles en A et en X, la fleche
1 est elle-méme bijective et naturelle en A et en X. P;(X) est donc un classifiant du foncteur
A+ ClSub;(A x X).

On peut faire la méme chose avec B et on a le diagramme commutatif (par naturalité de ) :

T(B,P;(X)) X T(A,P;(X))

d)i iw
ClSub;(B x X) ——— ClSub; (A x X)
ClSub; (kx1)

dans lequel les fleches verticales sont bijectives, de méme que la fleche CISub;(k x 1) d’apres la
proposition 163 (page 312). Il en résulte que k* : 7 (B, P;(X)) — T (A, P;(X)) est bijective, donc que
P;(X) est un j-faisceau. m

On alafleche Sub(sx1) : Sub(P(Y)xY) — Sub(P;(Y)xY). On notera 3; I'’élément Sub(sx1)(3) de
Sub(P;(Y) xY). 3, est un sous-objet clos de P;(Y) x Y, donc est un élément de C1Sub;(P;(Y) xY),
Cest-a-dire un élément de Subs, (1) (P;(Y) x Y') d’apres la proposition 165 (page 313).

PROPOSITION 167 Le foncteur de Sh;(T) vers Ens défini par :

Y — SubShj(T) (Y X X)

admet (P;(X),>;) pour classifiant.
I1 suffit (définition 58 (page 148)) de montrer que ’application :
Shj (T) (Y, Pj (X)) —_— SUbShj(T) (Y X X)
définie par f — Subgy, (7 (f x 1)(3;), est bijective. On a le diagramme commutatif suivant :

o I

Y,P;(X)) ——~ ClSub;(¥ x X)
f* T TSub(fxl)
P;(X), P;(X)) —; ClSub; (P;(Y) x Y)

ou les deux fleches notées = sont effectivement des égalités, pour celle de gauche parce que Sh;(7)
est une sous-catégorie pleine de 7, pour celle de droite en vertu de la proposition 165 (page 313).
Cette derniere fleche envoie un monomorphisme de cible Y x X de Sh;(7) sur lui-méme vu comme
un monomorphisme de 7. la fleche supérieure en pointillés est donc la méme que ¢ : 7(Y, P;(X)) —
ClSub; (Y x X), qui est bijective d’apres la proposition 166 (page 314). Il reste & montrer qu’elle
est donnée par la formule de I’énoncé. Or, la partie inférieure du diagramme montre que ¢(f) =
Y(f*(1p,(x))) = Sub(f x 1)(¥(1p,(x))) = Sub(f x 1)(3;), formule dans laquelle on peut remplacer
Sub par Subgy, (1) car le foncteur d’inclusion Sh;(7) — T préserve et reflete les produits fibrés
(proposition 162 (page 312)). B

De tout ce qui précede, il résulte immédiatement que :
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PROPOSITION 168 Pour tout topos T muni d’'une topologie de Lawvere-Tierney j, la sous-catégorie
pleine Sh;(T) des j-faisceaux de T est un topos. ®

5.2.6 Le faisceau associé.

Nous allons maintenant montrer que le foncteur d’inclusion i : Sh;(7) — 7 a un adjoint a gauche
a: 7T — Sh;(7) et que cet adjoint & gauche préserve les limites finies. Le foncteur a est appelé
«foncteur du faisceau associé ».

I1 y a une analogie tres forte, aussi bien du point de vue conceptuel que du point de vue du vocabulaire, entre
la construction qui va étre présentée ici et un procédé classique en topologie générale, a savoir celui qui as-
socie & chaque espace uniforme son « séparé-complété ». Un espace uniforme est un ensemble pour lequel on
a axiomatisé la notion de « voisinage de la diagonale », lesquels sont appelés « entourages » (Bourbaki Topo-
logie Générale Chapitre II [8]). Une topologie est associée a une telle structure et cette topologie n’est pas
nécessairement séparée. Par ailleurs, contrairement a la notion de topologie générale, la notion de structure
uniforme permet de définir les filtres de Cauchy, et donc la notion d’espace complet. La notion naturelle de
morphisme entre structures uniforme est celle d’application uniformément continue. Si on note Uni la caté-
gorie des espaces uniformes et applications uniformément continues, on a la sous-catégorie pleine UniSC des
espace uniformes séparés et complets, et bien siir, un foncteur d’inclusion i : UniSC — Uni. Le théoréme
de séparation-complétion d’'un espace uniforme (Bourbaki Topologie Générale Chap. II §3 n° 7 [8]) dit exacte-
ment(*°) que i a un adjoint & gauche a : Uni — UniSC. Lespace a(X) peut étre construit en quotientant X
juste ce qu’il faut pour le rendre séparé, puis en lui ajoutant tout juste les points nécessaires pour le rendre
complet. Dans le cas qui nous occupe des préfaisceaux et des faisceaux, on peut procéder ainsi. Un préfaisceau
¢ peut étre rendu « séparé » (définition ci-dessous), puis étre d’'une certaine facon « complété ». Notre fable ca-
nine nous permettra d’avoir une intuition nette (dans un cas il est vrai assez particulier) de la facon dont ces
deux opérations agissent sur les préfaisceaux.

DEFINITION 105 Soit X un objet dans un topos T, muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. On
dit que X est « séparé » (ou « j-séparé ») si pour tout monomorphisme j-dense i : A — B, Uapplication :

T(B,X) ——> T (4, X)
est injective.

Bien entendu, tout faisceau est séparé, et tout objet isomorphe & un objet séparé est séparé. De
plus, il est immédiat que si Y — X est un monomorphisme, et si X est séparé, alors Y est séparé.

PROPOSITION 169 Soit X un objet d’un topos T muni d’une topologie de Lawvere-Tierney j. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
e (1) X est séparé,

e (2)jox=x(ou x:X x X — Qest légalité interne, et j : Q — Q),

(
e (2') le sous-objet A = (1x,1x) : X = X x X est j-clos.
(3)joo=oc (oo : X — P(X) est la fleche singleton, et j : P(X) — P(X)),

On remarque d’abord que (2) et (2°) sont équivalents puisque x5z = joxa = jo <.

(2) est équivalent a (3). En effet,on a :

joo = Xx(jo3d)oXx(x)
= Sx(jo30 (Sx(=) x 1))
= Yx(jox)

30. Pas en ces termes évidemment, car Bourbaki n’utilise pas le langage catégorique.
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et par ailleurs 0 = Y x( <). (2) entraine donc (3), et (3) entraine (2) parce que X x est bijective.

(3) entraine (1). Soit A : A — B un monomorphisme dense, et soient u,v : B — X deux fleches telles
que u o A = v o A. On doit montrer que u = v.

A-2-B X ———P(X)

v

Onarocouol=rocgovol, et comme P;(X) est un faisceau,onarosou = rocov. On en déduit
que jooou = jooou,puis u = v en utilisant I’hypothese et le fait que o est un monomorphisme.

(1) entraine (2)). A est un sous-objet dense de A, et les restrictions des deux projections canoniques
7, et m & A coincident sur A donc sur A puisque X est séparé, mais ceci signifie que A C A, donc
que A est clos. ®

EXEMPLE 70 Voyons quels sont les préfaisceaux sur 2 qui sont
séparés dans le cas de la topologie dense (topologie numéro 2
de 'exemple 65 (page 298)). Notons d’abord que j : Q@ — Q, la
fleche caractéristique de J C 2 est dans le cas de la topologie
dense comme représenté ci-contre, puisque chaque élément z
de Q doit aller sur 'unique élément de méme sorte qui a par
rapport & T le méme statut que x par rapport a J. Un sous-
préfaisceau n d’'un préfaisceau ¢ est donc j-clos (autrement-dit
Jj o Xn = Xn) si et seulement si tout chien dont le maitre est
dans 7 est lui-méme dans 7.

Maintenant, un préfaisceau ¢ est séparé si et seulement si la diagonale A de ¢ x { est j-close. Supposons qu'un
maitre m de ¢ ait deux chiens c; et ca. Alors A contient les éléments (m,m), (c1,c¢1) et (c2,c2), mais pas les
éléments (c1,c2) et (c2,c1). Or ces deux derniers sont dans la cloture de A, car leur maitre (m,m) s’y trouve.
En conséquence, un préfaisceau est séparé si et seulement tout maitre a au plus un chien.

Examinons maintenant le cas de la topologie numéro 3 de
lexemple 65 (page 298). Cette fois, la fleche j est comme ci-
contre, et un sous-préfaisceau 7 de ¢ est j-clos si et seulement
si tous les maitres de ¢ sont dans 7. Maintenant, la diagonale
A de ¢ x ¢ ne peut contenir tous les maitres de ¢ que si ce der-
nier a au plus un maitre. Les préfaisceaux séparés sont donc
ceux qui ont au plus un maitre.

Dans le cas de la topologie discreéte, j = 1q et tous les préfais-
ceaux sont séparés (ils sont d’ailleurs tous des faisceaux).

Dans le cas de la topologie grossiére, j = T, et le seul sous-préfaisceaux j-clos de ¢ est ¢, puisque pour tout
n j-clos dans (,on a x, = T o x, = T. Dans ce cas, A n’est j-close dans ¢ x ¢ que si c’est la partie pleine, ce
qui implique que A : { — ¢ x ¢ est un isomorphisme, donc que ¢ est un isomorphe a un sous-préfaisceau de 1
(exercice 253 (page 258)).

La construction du faisceau associé se fait de la facon suivante. Pour un préfaisceau X quelconque
on considere le composé :

X~ P(X) —L= Py(X)

ou o est la fleche singleton (définition 71 (page 212)) et r 1a rétraction de P(X) sur P;(X) construite
page 314. Ce composé a une image Im(r o o) (proposition 135 (page 258)) qui est donc un sous-objet
de P;j(X). Cette image est un objet séparé (d’apres la remarque qui suit la définition 105 (page
316) et le fait que P;(X) est séparé), mais n’est pas nécessairement un faisceau. Comme P;(X) est



318 Chapitre 5. Modeles.

un faisceau (proposition 166 (page 314)), on transforme Im(r o o) en faisceau en prenant sa cléture
(proposition 164 (page 313)). On verra qu’on obtient ainsi le faisceau associé a X.

On voit que la cloture intervient deux fois dans cette construction, la premiere fois via r, car r n’est
rien d’autre que j factorisé a travers l'inclusion de P;(X) dans P(X). Toutefois, il s’agit ici de la
version interne de la cléture. La complétion est obtenue en prenant la cloture (externe cette fois-ci)
de I'image de r o o.

EXEMPLE 71 Examinons ce que donne le procédé décrit ci-dessus dans le cas de notre fable canine
avec la topologie dense (topologie numéro 2 dans I'exemple 65 (page 298)). Considérons le préfaisceau
X ci-contre qui a deux maitres (ligne supérieure) dont I'un a deux chiens (ligne
inférieure) et 'autre n’a aucun chien. Le dessin ci-dessous représente le préfais-
ceau P(X), avec son sous-préfaisceau P;(X) (ou les o représentent les éléments
absents). Les éléments hachurés sont les singletons, c’est-a-dire les images des élé-
ments de X

X

par la fleche singleton o : X — P(X), et les fleches figurent la rétraction r : P(X) — P;(X). Bien entendu,
les éléments de P;(X) sont fixes par r. Pour comprendre P;(X) et la fleche r, il suffit de comprendre la fleche
Jrx) : P(X) = P(X), laquelle est définie par jpx) = Xx(j o 3) (avec j : @ — Q). Rappelons que dans le
cas de cette topologie, la fleche j : 2 — Q laisse fixe les éléments de (2 sauf Jazou qui est envoyé sur Rex. En
particulier, j n’a aucune influence sur les maitres. Pour toute partie A de la sorte chien et tout chien c de X,
la valeur de > sur la paire (A, c¢) est Rex si c est dans A, Jazou si ¢ n’est pas dans A mais si son maitre est
dans A, et Médor sinon. Par conséquent, la valeur de j o 5 sur cette méme paire (A, ¢) est Rex si le maitre de ¢
est dans A, Médor sinon. Il en résulte que la valeur de X x (j 0 3) sur A est 'élément d